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1. POLINOMIOS

La integracion de las Tecnologias de Informacion y comunicacion (TIC) en las
asignaturas de un curriculo puede realizarse de varias formas. Una de ellas es
el uso de las simulaciones. Estas se han convertido en una excelente
herramienta para mejorar la compresion y el aprendizaje en areas como las
matematicas, fisica, estadistica, finanzas, etc. La simulacién permite probar,
analizar y descubrir como funciona o cobmo se comporta un fenémeno.

Matlab es un programa interactivo de calculo numeérico y de visualizacion de
datos basado en software de matrices, en un entorno de desarrollo totalmente
integrado y orientado a proyectos que requieren un elevado calculo numérico y
visualizacion grafica.

En las universidades Matlab se ha convertido en una herramienta basica tanto
para estudiantes, como para docentes e investigadores por su amplio abanico
de programas especializados llamados Toolboxes que cubren casi todas las
areas del conocimiento. Dispone de un programa SIMULINK que es un entorno
grafico interactivo con el que se puede analizar, modelar y simular sistemas.




1.1 VARIABLES Y FUNCIONES
File Edit Debug Desktop Window Help
OPERADORES DA |sBR20c|(0HB |0
Una variable se crea por asignacion. S s B Fn i ens BEGTES
Los operadores basicos son: SO
v —_
X +y Suma
3
X—Yy Diferencia
»» y=wv "5 / 4
X*y Producto
? —3
xly Division
&0.7500
x Ny Potencia
s> x = 2%*¥3°5 + (5-3)* 8
Ejemplos: W =
En la ventana de comandos de 502
Matlab, ejecutar:
B




VECTORES

Un vector fila de n elementos se puede representar de dos
formas:

V=1[v1l,v2Vv3,.....vn] % con coma entre ellos, o
V=[vliv2v3....vn] % con espacios entre ellos

Ejemplo:

Vector =[1 1.2 3.4 4/5 2.25]

Un vector se puede representar sin necesidad de explicitar todos
los elementos,




EXPRESION MATLAB

SIGNIFICADO

Vector =[a: b]

ay b son el primero y ultimo elemento. Los
elementos intermedios se diferencian en una
unidad

Vector=[a:s:b]

ay b son el primero y ultimo elemento. Los
elementos intermedios se diferencian en la
cantidad s

Vector = linspace[a,b,n]

ay b son el primero y ultimo elemento. Hay n
elementos uniformemente espaciados entre
si

Vector = logspace[a,b,n]

ay b son el primero y ultimo elemento. Hay n
elementos logaritmicamente espaciados
entre si




Ejemplos:

>>Vector1 = [5:5:30] % elementos de 5 a 30 en pasos de 5
Vectort=5 10 15 20 25 30

>>Vector2 = [5:10]
Vector2=5 6 7 8 9 10 % elementos de 5 a 10 en pasos de 1 (por defecto)

Un vector columna se representa con sus elementos separados por punto y coma.

Ejemplo:

>>Vector = [2; 3; 2.5; 4.5; 8]

Vector =




1.2 MATRICES

Las matrices se representan en Matlab introduciendo entre
corchetes los vectores fila separados por punto y coma.

Eijemplo:

>>A=[1395;479;4210]
A=

B~ b=
N N W
— O O1

0

Algunas definiciones de variables matriciales:




A(m,n)

Define el elemento (m,n) de la matriz A

B=A Define la transpuesta de A
Define una submatriz formada por las filas
. . que hay entre la a-ésima y la b-ésima y por
A(a:b,c:d) las columnas que hay entre la c-ésima y la d-
ésima
A(:,c:d) Submatriz formada por las filas de A y las
R columnas que hay entre la c-ésima y d-ésima
A(a:b,:) Submatriz formada por las columnas de Ay
B las filas que hay entre la a-ésima y b-ésima
size(A) Devuelve el tamfio u orden de la matriz A
inv(A) Calcula la inversa de la matriz A (cuadrada)

det(A)

Determinante de A (cuadrada)




>>B=A

>> eye(3) >> C=B(;,2:3)
B =
ans = C=
1 4 4
3 7 2 1 0 O 4 4
5 9 10 0 1 0 7 92
0O 0 1 9 10
>> size(D)
>>D =B(1:2,:)
D=
ans =
1 4 4
3 7 2 2 3




OPERACIONES CON MATRICES

Las operaciones basicas son: suma, resta, multiplicacion y division. La
suma, resta y division solo se puede hacer si ambas matrices tienen la

misma dimension. Por ejemplo,

>» B=[3 -6 2;94 T -2]

B=[2 -3 12:5 3 1]

C=L+B

D=L-B

L= 5=

4 7 _3 2 3 1

c = L =
1 -1 -10
-1 4 -3




La multiplicacion de matrices se realiza si el numero de columnas de Ila
primera es igual al numero de filas de la segunda. Ejempilo,

»» E=[2 -T7:3 4:5 7]

C=A*E
D=B*E
E = c =
) -7 -2 -31
3 4 18 -14
o 7
»>> A.*B
D= ans =
49 o0 [ 30 24
24 -16 20 21 -2
>> A*B
2?27 Error using => mtimes

Inner matrix dimensions must agree.




En division las matrices deben tener la misma dimension. Ejemplo,

L= == B
3 -6 2 B =
4 T -2
2 -5 12
5 3 1
>> LB == L./B
ans = ans =
00,3508 —0.08987 1.5000 1.2000 0.1ee7

-0.3427 1.1828 0.8000 2.3333 -2.0000




Multiplicacion y division por un escalar.

> Lo

1.0000
1.3333

-
2 c =
-2
3
B hEo
ans =
-2.0000 0.6667 g _18

2.3333 -0.6667 12 31




1.3 FUNCIONES

FUNCIONES TRIGONOMETRICAS

Directas Inversas
sin(x) asin(x)
cos(x) acos(x)
tan(x) atan(x)
csc(x) acsc(x)
sec(x) asec(x)
cot(x) acot(x)
FUNCIONES HIPERBOLICAS
sinh(x) asinh(x)
cosh(x) acosh(x)
tanh(x) atanh(x)
csch(x) acsch(x)
sech(x) asech(x)
coth(x) acoth(x)




FUNCIONES EXPONENCIALES Y LOGARITMICAS

exp(x) Funcién exponencial base e
log10(x) Logaritmo decimal
log(x) Logaritmo natural
sqrt(x) Raiz cuadrada
abs(x) Valor absoluto

NUMEROS COMPLEJOS
abs(z) Médulo del complejo z
angle(z) Argumento del complejo z
conj(z) Conjugado del complejo z
real(z) Parte real del complejo z
imag(z) Parte imaginaria del complejo z

factorial(n)

n! = n(n-1)(n-2)(n-3).....3.2.1




Ejemplos:

b) y = 2sen(5x) + 3cos(2x) para x = 30°
Calcular las siguientes expresiones en

Matlab >> x = 30*pi/180;
a) y=e {x'+2x=5  narax =2.5 >>y = 2*sin(5*x) + 3*cos(2*x)
>> x=2.5; y=
>>y = exp(sqrt(x*2+2*x-5)) 2 5000
y =
12.1825
c) .
y = log 3fx+5 + In(x2)
Para x=1.5
>> x=1.5;

>>vy =log10(x + 5)A(1/3) + log(xA2)




1.4 POLINOMIOS

Los comandos usados por Matlab para trabajar con polinomios son:

_ Da los coeficientes del polinomio P cuyas raices
P = poly(r) son el vector r
y = polyval(p,x) Evalua el polinomio p en el valor de x
r = roots(c) Encuentra las raices del polinomio ¢
p = polyfit(x,y,n) Polinomio de orden n que ajusta los puntos (x,y)
s = solve(‘ecuacion1’,’ecuacion2’) Resuelve las ecuaciones
d = det(A) Calcula determinante de A




Ejemplos:

a) >> p=poly([ 2 3 4])

b) Para x = 2.5 calcular
y =x*—3x?+ 5x-2.8

>>x =2.5;
p= >>p=[10-35-2.8];
1 -9 26 -24 >>y = polyval(p,x)
% EIl polinomio es x3 — 9x2 +26x — 24 y=

4.0750

c) Encontrar las raices de:
X% — 3x3 + x2 -5x + 2

>c=[10-31-5 2],
>>r = roots(c)

r =
-2.1716
1.8905
-0.0575 + 1.1076i
-0.0575 - 1.1076i
0.3960




d) Calcular el polinomio interpolador de segundo orden que pasa por los puntos
(-1 ’4)! (0’2) y (1 ’6)

>>x =[-1,0,1]; y = [4,2,6];
>> p = polyfit(x,y,2)
p =

3.0000 1.0000 2.0000

El polinomio interpolador que mas se ajustaes 3x2+ x + 2

e) Calcular +/1—x + q,-"r1+ xX=4

f) Resolver el sistema de ecuaciones:
== 5 = solve('sqri(1-x)+sqri(1+x)=4")

2x + 3y =5
5 = X —2y=-2
A%*30(1/2)
-“4Tr3N(112) >> [X,y] = solve('2*x + 3*y = §','x - 2%y = -2")
== aval(s)

% x=4/7, y= 97

s(1)=6.9281i s(2)=-6.9281




g) Calcular el determinante de la matriz:

(2 4 1]
3 —2 5
-1 3 6

>>A=[24-1;3-25;-136];
>> d = det(A)

% d= -153




2. GRAFICACION

Matlab ofrece diversas formas de representacion grafica.

COMANDO MATLAB

DESCRIPCION

bar(y) Grafica de barras relativo al vector y
bar(x,y) Grafica de barras al vector y; x define el eje x
barh(....) Grafica de barras horizontales

bar(....;’color’)

Color=r,g,y,c, m, k

bar(y,’estilo’)

Estilo=grouped (agrupado), stacked
(anidado)

bar3(y,...)

Barras en tres dimensiones

plot(x,y)

Grafica y en funcién de x

plot(x,y,’bo’)

Grafica y en funcién de x on color y caracter




fplot(‘f’,[x1 x2],’y*’) Grafica funcion f entre x1 y x2
fplot(‘[f1,f2,..]’,[x1 x2]) Grafica las funciones en el intervalo dado
tittle(‘texto’) Titulo de la grafica

xlabel(‘texto’), ylabel(‘texto’) Rétulos en el eje x y en el ejey

grid Pone rejilla en la grafica

axis([x1 x2 y1 y2]) Define limite de los ejes
legend(‘rotulo1’,’rotulo?’,....) Coloca legenda en la grafica

text(x,y, texto’) Coloca texto en coordenadas (x,y)
subplot(m,n,p) Subgraficas de m filas, n columnas




Eijemplos:

a)>>y=[12382146];
>> bar(y)




b) Gréfico de barras para la funcién ¥ = e*~ cuando x varia de -3 a 3 en
pasos de 0.2

>>x =-3:0.2:3;
>>y = exp(-x."X);
>> bar(x,y)







d) Ejecutar
>> bar(x,y,’g’)

r- Figure 1 = - w
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y=[1086;258;609;,587;94 2]

y= 10

10

O uUuToO N
-bOOOLnOO
N\ILQOOCh

>> bar(y,'grouped’) 3t




>> bar(y,'stacked')




>> bar3(y,'stacked')




f) Ejecutar >> x = 0:0.2:20;
>>y = sin(x).*exp(-0.2*x);
>> plot(x,y)




>> plot(x,y, r*")




g) Ejecutar >> fplot('[sin(x), sin(2*x), sin(3*x)]',[0,2*pi])
>> legend('sen(x)’,'sen(2x)’,'sen(3x)")

%y
sen(x)
B sen(2x) [
sen(3x)
02k
04k -
06k -
N8k ‘ _
N 1 1 1 1 ] 1
1 2 3 4 5 b

[



h) Ejecutar en la ventana de edicidn el programa:

J MATLAB 7.5.0 (R2007b)

JI8 Edit Debug Desktop Window Help

Mew » t Directory: | C:\UsersY
Open... Ctrl+0 Figure
Close Command Window Variable
Maodel
Import Data...
GUI
Save Workspace As...
Set Path..,
Preferences...
Page Setup...
Print...

= e e [ e
Print Selection..,

1D A TanqueCalentador.m
2 Ch.ocuments\MATLABYs.m
3 DGAMATLAB resolveip.m
4 DAMATLABNMATLABFd Lom

Exit MATLAB Ctrl+Q




] Editor - Untitled2*
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2| BBB[-[10 |+ |+ [x[&2%]0

¥x=linspace (0,2,30) :
v=sinix."2) :

plot(x, ¥)

text (1,0.8, 'v=sin(=x"2)1"'):
hold on

z=logisgrtix) ) :

plot{x, 2]

text (1,-0.1, 'v=logisgrti=x)) ')
xlabel({'Eje x']

vilabel('Eje v')
title('Grafico senoidal v logaritmico')

W =3 Bhon s L) B

e
By = O




Grafico senoidal y logaritmico

y=log(sqgrt(x))

=
L
T

02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Eje x




Eijemplos:

a) Graficar en dos subgraficas
una fila y dos columnas:

senix) cos(x)

x = [0:0.1:2*pi]; 1 ' ' '
y = sin(x); -
z = cos(X); e
subplot(121); A
plot(x,y) o
title(‘sen(x)’) o
subplot(122); =
plot(x,z) o
title(‘cos(x)’) E:

-1




b) Graficar en dos subgraficas
dos fila y una columna:

x =[0:0.1:2*pi];

senlx)

y = sin(x);

Z = cos(X);
subplot(211);
plot(x,y)

title(‘sen(x)’)
hold on

subplot(212);
plot(x,z)
title(‘cos(x)’)




c) Graficar en cuatro subgraficas
dos filas y dos columnas.

subplot (221);
fplot(‘sin(x)’,[-2*pi 2*pi]);
subplot (222);
fplot(‘cos(x)’,[-2*pi 2*pi]);
subplot (223);
fplot(‘csc(x)’,[-2*pi 2*pi -10 10]);
subplot (224);
fplot(‘sec(x)’,[-2*pi 2*pi -10 10]);

0.5

0.4

10

-10

/

0.5

-0.5

10

10 L—




d) Graficar en diferentes escalas

x =0:0.01:3; normal
y = abs(exp(-0.5*x).*sin(5*x));
subplot(221);

plot(x,y)

titte(‘'normal’)

hold on

subplot(222)

loglog(x,y) semilogaritrico en eje x
title(‘logaritmica’)
subplot(223)
semilogx(x,y) ue
title(‘semilogaritmico en eje x’)
subplot(224)

semilogy(x,y)
title(‘semilogaritmico en eje y’)

lagaritmica

semilagatitmico en aje y




Graficas en tres dimensiones

plot3(x,y,z)
X, ¥ ,Z son las coordenadas de la funcion
Por ejemplo: graficar x=sen(t), y=cos(t), z=t

espiral tridimensional

t=linspace (0,10%pi, 500);
plot3(2in(t),cos(t),t)
title('espiral tridimensional')
text{0,0,0,'Crigen')

grid




Graficar: senx, cosx, cos2x en tres planos diferentes

¥=linspace (0,3*p1, 100); senx

Sendx

zl=s3in(x); zZ=cos(x); z3=sin(2*x);

yl=zerpa(size(x));

y2=ones(3ize(x));

y3=y2/2;

plot3(x,vl, zl,x,v2,22,%,v3,23)

xlabel('eje x'); ylabel{'eje y'), zlabel('eje z'};

grid

legend('senx', 'cosx', 'senix')

ejey 0 0




Graficas de malla: mesh(x,y,z)

Primero hay que definir la rejilla con meshgrid que genera la matrices X,y

Ejemplo:

[%,v]=meshgrid(-10:0.5:10) ;
Z=sgro (X. "2+y."2)
mesh(x,v,Z)
xlabel('eje =x"):
vlabel ("eje v');
zlabel ('eje z");




Graficas de contorno: contour3(x,y,z,n)

Da una grafica de dos dimensiones de los contornos de la grafica.

contorno de peaks

%peaks e3 una funcion de dos variables de Matlab
(%,V,2]|=peaks (30);
Poner 16 colores

contour3(x,v,z,16)
xlabel{'eje x'); ylabel|'eje v');
title('contorno de peaks')




Graficar n lineas de contorno en un plano

[X,v,Z2]=peak=s(30);
FPoner 16 colores
contourf (x,v,z,16) 1F
Xlabel('eje =®x"):

eje y
=

viabel ('eje v'):




3. CALCULO NUMERICO

3.1 LIMITES

OPERACION MATEMATICA COMANDO MATLAB

Lim f (x) limit(f x,0)
x—0

Lim f (x) limit (f, X, a) 0
x> a limit (f, a)

Lim f (x) limit (f x a, ‘left’)
X—a

Lim f (x) limit (f x.a, ‘right’)
x—>a

b




Ejemplos:

Hallar el limite de las funciones:

]iﬂ] I—F-.,II‘FI
x—>2-3+.1+4x

im  sen{(ax)]”
x—0 x?

a)

b)
== SYMSs X a

== limit{(X-(2+x) (12)0(-3+(1+4™x)"(1/2)).2)
ans = 9/8

== limit(sin(a*x)"2/x"2 x,0)

ans = a"2




3.2 DERIVADAS

OPERACION MATEMATICA COMANDO MATLAB
of diff(x) o diff(f x)
cx
o4 diff(f.f)
ot
& f diff(f,p.n)
cb”
Ejemplos:

a) Hallarla derivada con respecto a x de f(x) = sen(ox)

> SYMS X
>= f=sin(5*x)
== diff (f)

ans=5#%cos (5*x)




D) g(x)=e" cos(x)
== = exp(x) * cos(x)
== diff (g)

ans = exp(x) cos(x)-exp(x)*sin(x)

En estos ejemplos, Matlab simplifica. En ofros casos, se debe usar el comando:
simplify

Para una constante también se debe definir como simbdélica:

Ejemplo: diff (5)
ans=1[]

c=sym(5’)

diff(c)
ans=10




Ejemplos:

af

a) Hallarla derivada de la funcion f(t) = sen(st): >
¢

==5yms s
== f = sin(s™)
== diff(f f)

ans = cos(s™)*s

b) Hallarla derivada con respecto a s: 5@
)
== diff(f,s)
ans = cos(s™)*
) _ Ejf
c) Hallarla segunda derivada de f con respectoa t ==
t

== (iff(f 1,2)
ans = -sin(s*)*s"2




e) f(x) = log(sen(2x))

>> syms X
>> diff(log(sin(2*x)))
ans = 2*COS(Z*X)/Sin(2*X)

) &
cy

== diff(f y)
ans = cos(X*y )" -2 sin(xX*y" 2" x*y

Ejemplos:

f(x,y) = sen(xy)+cos(xy?)
Calcular:

a) g
che
== SYMS XY
== f = sin(x™y)+cos(x*y"2)

== diff(f x)
ans = cos(x*y)y-sin(x*y"2)y"2

51
C) —{
o

== CIff(diff(f x) x)
ans = -sin(x™y ) y"2-cos(x™y"2) y"4



Q) &F

-Eh-"l
== dIff(diff(f y).y)
ANs = -sIN(XTY ) X" 24" cos (X y"2) %" 2 y"2-27sIn(X y"2)"X

a8l f
checy

e)

== diff(diff(f x),y)
ANS = SNy XY +Cos (XY )-25Cos (X Yy 2 )%y 3-27sin X"y 2)*y




4.3 INTEGRALES

OPERACION MATEMATICA COMANDO MATLAB

'f dx int(f) integral indefinida o

] int (f x)

N int(f x,a,b) integral definida o
I 7 (e int (fa.b)

| £()dx Int(int(f x)) Integral doble

| £ y)dbeay Int(int(f(x,y),x).y)

" [? fe.y)dedy INtGnt(f(x y),x.a,b).y.c.d))




Ejemplos:

a) Hallarla integral de | x"dx

== int (x*n)
ans = x"(n+1)/(n+1)

x-rr:.-l-l

n+1

o) —— du

a+ul

== Inf (1/(a+u"2))
ans = 1/a*(1/2)*atan(u/a"(1/2))

u
atan (—)
ql/2
ql/2

t:}fj—:”

== Int(y 2(-1))
ans = logly)

d) f = sen(a® + b)

== f = sin{a™eta+b)
== Int(f)
ans=-1/a*=cos(a=teta + b)



e) J: exp(—x"2)dx =

== int(exp(-x"2), x, 0, inf)
ans =1/2 =pi*(1/2)

Ejemplos:

a) | ain(bx)dx

== Syms ab X
== INt(a*log(b™x) x)

Ans= a™x"log (b™x)-a™

f fme_mzdx

=> Syms a positive
== SYMS X
=== exp (-A#*x"2);

== Int (f x -inf, Inf)
ans = 1/a™(1/2)* pi " (1/2)

b) |[an(xy)dxdy
== int(int(a*log(x*y) x),y)

ans = a*y"™x*log(x™y)-2 a"™ "y



) [, ain()ax

== Inf(a*log(x™y),x,0,1)
Ans = a*logl(y)-a

Q) [[ [[ aln(o)dxdy

== Int(int(a*log(x™y).x,2,3).y,0,1)
Ans = -2"a%log(2)+3"a%log(3)-2™a

b



4.4 ECUACIONES DIFERENCIALES: dsolve

d*y(t)
dt?

dsolve('D2y+y=4')

E'jemplo: +y(t)=4

ans = C2*cos(t) + C3"sin(t) + 4

Si se conocen condiciones iniciales: y(0)=1, y'(0)=0

dsolve('D2y+y=4'"y(0)=1','Dy(0)=0")

ans = 4 - 3*cos(t)




d2y(x)

— - +y(x) = 4, variable independiente es x

Ejemplo:
dsolve('D2y+y=4",'x)

ans =C8*cos(x) + C9*sin(x) + 4

Para un sistema de ecuaciones:
=3x+4y , ———7x+6y

[x.y]=dsolve('Dx=3*x+4*y’, Dy= - 7*x+6%y", X(0)=2",'y(0)=1")




USO DE: ode45

% =y2y3, y1(0) =0,
dy?2

;ﬁg"—'—y1y3, y2(0) =1,
% = —0.5y1y2, y3(0)=1

[-] function dy = rigid(t,y)

dy = zeros(3,1): % a column vector
dy{l) = v(2) * v(3):

dy({2) = -v(1}) * v(3):

dy({3) = -0.31 = (1) * v(2):

L[T,Y] = pde45 (Brigid, [0 121,[0 1 171):
PlﬂttTrYt:rl}r'_'rTrYt:rE}r'_-'rTrYt:rE}r'-'}




APLICACION: EL BIOREACTOR

El uso de células vivas para la produccion de productos quimicos
crece anualmente con ritmos asombrosos. Tanto microorganismos
(bacterias, hongos, algas) como celulas humanas, vegetales o
animales se utilizan para la produccion varios productos quimicos,
como por ejemplo insulina, antibidticos, biosurfactantes. Son
responsables tambiéen de la producmon de alcohol via fermentacion,
produccion de quesos, vinos, champagne, etc. También los procesos
biolégicos son muy usados en el tratamiento de residuos y efluentes.

Cuando una pequefa cantidad de células vivas es adicionada en una
solucion liquida que contiene los nutrientes esenciales, y que se
encuentra a una temperatura y un PH adecuado, las células creceran.

El agua es el componente principal de las celulas, por lo tanto un
suministro de agua adecuado es indispensable para lograr el
mantenimiento y crecimiento microbiano y es medio de transporte de
los sustratos (o contaminantes) hacia el interior de las células, y
tambiéen el transporte de los compuestos que se producen dentro de
la célula y que son devueltos al medio de cultivo.




La figura muestra la utilizacion de los sustratos para la obtencion
de los productos de la reaccion biologica.

SUSTRATO (5)

BIOMASA (X) PRODUCTO (P)

aS - yX + pBP

Monod en 1942 desarroll6 una ecuacion muy simple para
representar los procesos bioldgicos que funciona en general muy
bien.




S
s+A,

K= = Hmax

Donde,

umax=velocidad especifica de crecimiento maxima, h-1
Ks=constante de saturacion, g/l

S=concentracion de sustrato limitante, g/l

Ecuaciones dinamicas.

dX/dt = pX
dP/dt = YpyuX
dS/dt = —YyouX — pX




Ejemplo:
Condiciones iniciales: X(0)=0.05 g/I, P(0)=0 g/, S(0)=14.5 g/l
umax=1/h, Ks=7, Ypx=0.5, Yxs=0.45

function dx = biodig(L,Xx)
MATLAB global mumax K3 Ypx YXs
(biodig.m) drx=zeros (3,1);

mu=mumax*x (3) / (KEs+x(3));

Tmu=mumax*5/ (Es+5) ;

dx(l)=mu*x (1) :

Fdx=mu*x;

dx(2)=Ypx*mu*=x (1) ;

FAP=Ypx*mu*x;

Fdx (3)=(1/Yxs) *mu*x (1) -mu*x (1) ;

dx (3)=-Yxs*mu*xX (1) -mu*x (1) ;

FAdS=(1/¥Yx=) *mu*X-mu*x;

end

[



MATLAB
(Reactor2.m)

fRezsolucidon de un kbioreactor

FX: Biomasa

¥5: sustrato

FP: producto

clear; clc; clf:

glokbkal mumax K= Ypx Yx=

mumax=1; %velocidad maxima de crecimiento celular
E==T; fvelocidad especifica de consumo de sustrato
Fcoeficiente de rendimiento de producto basado en el
Fcrecimiento celular

Ypx=0.5;

Fcoeficiente de rendimiento de biomasa basado en el
Fconsumo total de sustrato

Yx==0.45;
vo=[0.05 0 14.5]: Fcondiciones iniciale=s xo, Po,S5o
intervalo=[0 10]: Fintervalo de tiempo

[T,¥X]=0deds (@biodig, intervalo, yo) ;
plotc (T ,X)
legend("x","BF","5")







4. DINAMICA DE SISTEMAS

4.1. SISTEMAS

Un sistema es una combinacion de componentes que actuan conjuntamente
para alcanzar un objetivo especifico. Un sistema es dinamico cuando la salida
presente depende de las entradas pasadas y es estatico cuando la salida
presente depende solamente de las entradas presentes.

Los componentes basicos de un sistema son:

) Elementos que son las partes del sistema

) Estructura. Se refiere a las interrelaciones entre las partes del sistema.
) Ambiente. Relaciona el sistema con el todo. Es su entorno

) Entradas. Son las fuentes de energia, recursos e informacion

) Salidas. Son los productos o resultados.




Los sistemas pueden clasificarse de las siguientes maneras:
a) Sistemas de lazo abierto y

b) Sistemas en lazo cerrado, que son los que realimentan parte de su salida a
la entrada.

4.2 MODELO MATEMATICO

Es la descripcion matematica que predice el funcionamiento del sistema. En
los sistemas fisicos el modelo matematico se describe por ecuaciones
diferenciales. Los sistemas lineales se modelan con ecuaciones diferenciales
lineales y son aquellos que se les aplica el principio de superposicion, esto es,
la respuesta de un sistema a varias entradas simultaneas es la suma de las
respuestas individuales.




Para elaborar un modelo:

a)

b)

Se debe dibujar un diagrama esquematico del sistema y definir las
variables.

Escribir las ecuaciones utilizando las leyes fisicas de cada
componente, combinandolos de acuerdo al diagrama y obtener el
modelo matematico

Verificar la validez del modelo comparando la predicciéon de las
ecuaciones del modelo con los resultados experimentales. El modelo
se debe ajustar hasta que haya una buena concordancia entre lo
tedrico y lo practico.

En general, la construccion de modelos se basa en la observacion del sistema.
Existen algunos caminos basicos para obtener un modelo:




Modelamiento de Sistemas: Esta estrategia
consiste en descomponer (abstractamente) el
sistema en subsistemas mas simples, cuyos modelos
sean factibles de obtener gracias a la experiencia
previa. Una vez obtenidos estos submodelos, se
buscan las relaciones que existen entre ellos, para
iInterconectarlos y obtener el modelo del sistema
original.

Esta estrategia busca una descripcion desde adentro
del sistema, generalmente basada en el conocimiento
de las leyes que rigen los sistemas simples.




Identificacion de Sistemas: Esta estrategia consiste en acumular un
numero suficiente de observaciones sobre las sefales de entrada vy
salida del sistema, con el proposito de emplearlas para construir un
modelo del mismo. No se centra en lo que existe al interior del
sistema, sino en su comportamiento respecto al entorno.

Estrategia hibrida: Existe una tercera estrategia, que realmente es
una combinacion de las anteriores: Al igual que en la estrategia de
modelamiento, se emplea el conocimiento que esté a la mano acerca
de la estructura interna del sistema y las leyes que rigen su
comportamiento, y se emplean observaciones para determinar la
informacion que haga falta.




Para un sistema continuo de una unica entrada y una unica salida, el

modelo empleado corresponde a una ecuacion diferencial ordinaria de
coeficientes constantes:

d"x dx d"u du
a + +a —+axt)=b, —+ ... +b — + b ult

Otro tipo de ecuaciones diferenciales que se emplearan relacionan
vectores de variables mediante matrices.

apy  an  ay | 4l
Xy [=|ay @y Gy | Xl

x az azn 4z | X%(7)




4.3 LAPLACE CON MATLAB
LAPLACE DIRECTA

Para calcular la Transformada de Laplace de una funcion se usa el comando
>> laplace(f(t))

Ejemplos:

Calcular la transformada de Laplace de:




a) f(t) = cos(wt)+sen(wt)

>>syms w t
>> |aplace(cos(w*t)+sin(w*t))

ans =

S/(SA2+WA2)+W/(sA2+WA2)

c) f(t) = 3e2t -2

b) f(t) = 3t + 212

>> |aplace((3*t)+2*t"2)

ans =

3/sN"2+4/s"3

>> |aplace(3*exp(-2*t)- 2*exp(5*t))

ans =

3/(s+2)-2/(s-5)




LAPLACE | NVERSA

Dada la Transformada de Laplace F(s), la Transformada Inversa de Laplace
es f(t). El comando o funcién matlab para obtener la funcién en el tiempo es:

>> ilaplace(fs)

Ejemplo: >> syms s
>> fs=(s+2)/(sA2+2*s+2);
Fls)= — 5+2 >> ilaplace(fs)
5°+25+1
ans =

exp(-t)*(cos(t)+sin(t))

f(t) = e *[cos(t) + sin(t)]




4.4 ECUACIONES DIFERENCIALES CON MATLAB

Para resolver o solucionar una ecuacion diferencial:

a) Se aplica transformada de Laplace a la ecuacién
b) Se despeja F(s)
c) Se halla la transformada inversa

Ejemplo:

Resolver la ecuacidn diferencial:

2

{:;; + 3{;—5} +2y(t)=5 condicions iniciales v(0)=-1,v (o) = 2
t




a) Aplicamos transformada de Laplace:

5°F(5)— sW0) — v (0)+35TY(s)— 3v(0) + 2¥(5) =5/,

Reemplazando los valores de y(0) vy y (0), se tiene:

b} Despejando Y(s),

2
Y(s) = 5 3+5_ 55 —5+5

s(s° +35+2) s+ D(s+2)

c) Aplicando Transformada inversa de Laplace:,




—5t—5+5

Ys)= s(s* +35+2)

=> S¥mM3 3
»» fg=(-8"2-8+5)/ (3*(3"24+3%34+2));
=» 1llaplace(fs)

dlls =

5/243/2%exp(-2FL) -5%expi-t]

| a fransformada inversa es:

y(it)=15"" —5¢" +2.5




4.5 FUNCION DE TRANSFERENCIA

La funcién de transferencia de un sistema descrito mediante una ecuacion
diferencial, se define como el cociente de la Transformada de Laplace de la
salida y la Transformada de Laplace de la entrada.

El método para encontrar la funcién de transferencia de un sistema es el
siguiente:

1. Escribir la ecuacion diferencial del sistema

2. Aplicar la Transformada de Laplace de la ecuacién diferencial con
condiciones iniciales cero

3. Sacar el cociente entre la variable de salida y la entrada




G(S} . Y[S}

X ———

sistema

_Y(s) bytbs+.  +bsT
X(s) aqytas+.as”

Gl(s)

En Matlab:

=>num=[bo b1 b2 _.. bm];
== den =[ao al aZ ... an];

== (35 = tf (num, den)




4.6 DIAGRAMA EN BLOQUES

La estructura de un sistema se representa por un diagrama en bloques segun el siguiente
procedimiento:

a) Definir la entrada y la salida

b)  Escribir las ecuaciones que describa el comportamiento de cada elemento del sistema
c) Aplicar transformada de Laplace a cada elemento

d) Integrar los elementos en un diagrama completo (estructura)

Ejemplo: Circuito serie RC .
S a) Entrada: ¢, salida: e,

R
ENTRADA SALIDA
— SISTEMA >
() e(0)




b) Ecuaciones de cada elemento

Para la resistencia

. e.—e
e =Ri, i=—2=

: R

para el condensador

o

e =lC"|‘fdr

c)Transformada de Laplace

E,(s)—E,(s)
R =
E,(s) = %1{3)

I(s)=

d) Estructura

Ei(s) — Eo(s)

I(s)

1R

1/sC

Ei(s)

Eo(s)




TIPOS DE ESTRUCTURAS

Los diagramas de bloques mediante los cuales se estructura un sistema
son complejos y son generalmente combinaciones de los siguientes tipos
de estructuras:

ESTRUCTURA SERIE

Matlab

G1 =tf (num1.,dent);

G2 = tf (num?2,den?2);

X(s) v Y(s) G3 = tf (num3,den3);
A Gs = G1*G2*G3

G(s)

— o Gl(s) —a G2(5) —»f G3(s) —»

también puede ser:
Gs = serjes(G1,62,G3)

G(s) = G1(s)"G2(s)"G3(s)




ESTRUCTURA PARALELA

X(s)

G(s) = G1(s)}+G2(s)+G3(s)

Matlab

G1 =tf (num1, dent);
G2 = 1f (num2, den?2);
=3 = tf (num3, den3);
Gs = G1+G2+G3

también puede ser :
Gs = parallel(G1, G2, G3)




ESTRUCTURA REALIMENTADA

E(s)

C(s)

@ {mamentﬂcaﬁn j

a) Funcién de transferencia en lazo abierto: Gla

Gla = 3Gs) = G(s)*H(s) Matlab:

by

>> Gla = Gs*Hs

b) Funcion de transferencia en lazo cerrado: Glc

>> Glc = feedback(Gs,HS)

G CO_ G
R(s) 1+G(5)H(s)




Ejemplo:

Obtener la funcion de fransferencia del sistema por Matlab: G(s) = Eﬂi
&
H2
“ : : Sl
(s) a = - -
G1 G2 G3

T]Q—

H1

G4




% (1) Primera realimentacion

G1=tf(1,[1 4])
H1=tf(1,[1 0])

% Realimentacion de G1 y H1
Glc1=feedback (G1,H1)

% (2) Estructura serie
G2=tf(1,[1 2])
G4=Glc1*G2

% (3) Segunda realimentacién
H2=1/2
Glc2=feedback(G4,H2)

% (4) Segunda estructura serie
G3=tf(1,[1 0])
G5=Glc2*G3

% (5) Tercera realimentacion
Glc=feedback(G5,1)

5

Respuesfa: Gle= — . >
s +657 +955° + 35




RESPUESTA DE UN SISTEMA

Generalmente se conoce como respuesta de un sistema la
salida en el dominio del tiempo que tiene el sistema cuando a
su entrada se le aplica una funcion escaldn unitaria. También
se conoce como respuesta al paso unitario.

Para el ejemplo anterior la respuesta al paso unitario se
obtiene adicionando la instruccion:

>> step(Gilc)

Esta respuesta tiene como caracteristica importante la amplitud
de pico, el sobreimpulso (overshoot) y el tiempo de
establecimiento (setting time).




Ejemplo:

La funcidon de transferencia en lazo cerrado de un sistema es:

sP+3s5+2
sP+65 +55 +6

Gle(s) =

Matlab:

>> num=[1 3 2];

>> den=[16 5 6];
>> Glc=tf(num,den)
>>step(Glc)

Amplitude

Step Response
T

06

16



