TRANSFORMADA DE FOURIER

PROFESOR: JORGE ANTONIO POLANIA PUENTES

1. REPRESENTACION DE FOURIER PARA SENALES CONTINUAS

a. Senales periddicas en el tiempo continuo: Series de Fourier

Una sefial continua se puede representar por medio de los coeficientes de
Fourier, de esta forma,

. . 2T 1 . 2T
x(t) = Z X(k)e! T 5 x(k) = = f x(t)e TR gt

k=—oc0
T: Periodo fundamental  w, = 2n/T

X (k): Son los coeficientes de Fourier

Ejemplo

x(t) = 3cos (gt + %) ; x(t) = Acos(wg + 0)

) =E:—n; - T =4 (Periodo)
T2 T

x(t) = Z X(k)e’ kzzt; donde, X(k)son los coeficientes de Fourier

k=—o0

Aplicando Euler,

ej(%t-l-%) +e_j(gt+%) 3 T 3 .m T
x(t) =3 5 = Ee_]ze_]f +§e11e15

Coeficientes de Fourier:


https://es.wikipedia.org/wiki/Jean-Baptiste_Joseph_Fourier
https://es.wikipedia.org/wiki/F%C3%B3rmula_de_Euler
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b. Respuesta en frecuencia: Transformada de Fourier

X(e™) = f x(t)e /@t dt;  Transformada de Fourier

1 (® .
x(t) = ﬁf X(jw)e!*t dw; Transformada de Fourier inversa

La FT convierte la sefal en el dominio del tiempo en el dominio de la
frecuencia.

Ejemplo: Seial exponencial

x(t) = e"*u(t); a> 0 (converge)

X(e) = e~ Uyu(t)e Jot dt = | e~(atjolt g = — __p~(atjw) |
) 0 a+jw 0

1
a+jw

X(ej"") =

Espectros de magnitud y fase:

1

[X(e™)| = (@ + w?)1/2 )

arg[X(e/")] = —arctan (%)

|XU|&J)| arg [X(}LLJ:J]
x(t)

— w

ol b 0l 0




Ejemplo: Pulso rectangular

x(t) = Pulso rectangular

x(t)_{ 1, TStST}
Lo, |t| >T
x(t)
T T t
. * , T 1
X(e™) = f_wx(t)e-fwf dt = f_Te-wa dt = —]—we"‘“tl _r
X(ejW) _ _ie ]wT_{_ie]wT 1 [e]wT_e ij]
jw jw jw

X(e/) = %sen(wT) (1)

Aplicando la regla de L’Hopital:

[@) . [0
m

Sifle) =g =0t ey =iy

2 2Tcos(wt
lim—sen (wT) = lim # = 2T
w—-0 W w—»O 1
L ] sen(m8) wT
por definicion sinc(6) = T,entonces, wTlT =mf, 0 = —

X(ej"") = 2T sinc (%T)

X(jw)

a1,
f"\/\/‘“\,--

— \/ T o g ey

T



http://www.ehu.eus/juancarlos.gorostizaga/apoyo/lim_lhopital.htm

PROPIEDADES DE LAS REPRESENTACIONES DE FOURIER

a) Linealidad

e Periddicas en el tiempo continuo:

y(0) = ax1(t) + bx2(t) & Y(k) = a X1(k) + b X2(k), donde,

¢ No periddicas en tiempo continuo

y(t) = ax1(t) + bx2(t) I:—)TY(jw) = aX1(jw) + bX2(jw)

b) Simetria

Para una sefal x(t) real, esto es, x(t) = x*(t) (conjugado) la parte real de la
representacion de Fourier tiene simetria par y por la parte imaginaria simetria
impar.

e Periddicos en el tiempo continuo.
Re[X(k)] = Re[X(—k)]

Im[X(k)] = — Im[X(=k)]

¢ No periddica en el tiempo continuo
Re[X(jw)] = —Re[X(—jw)]

Im[X(jw)] = Im[X(—jw)]

c) Corrimiento en el tiempo
FS . 2T
x(t —t) & e Tk ox(k)

FT .
x(t—ty) © e 19X (jw)

d) Escalonamiento

e No periddica continua: FT

w

Y(©) = x(@)> V() = X (12)



Ejemplo
x(t) es el pulso rectangular, hallar: y(t) = x (% t), a=1/2
x(O)=1 |tI=s1; y©O=1 [t]<2

®(t) yi(t)
=1

a=1/2

—

-1 0 1 -2 0 2
2 1 w
X(j) = 7 sen(w) = ¥(ja) = 73X (jl/—z); x(0) = 2

Y(w) =2X(2w) = 2 isen(Zw) = %sen(Zw) y(0) =4

Klw)

Senal periddica continua: FS

y(t) = x(at) - Y (k) = X (k)



Los coeficientes de x(t) y x(at) son idénticas, cambia el espaciamiento
armonico de wq a awy.

e) Convolucién
y(t) = h(t) *x(t) = fooh(r)x(t —1)dt
Y(w) =X(w)H(w)

y(t) = %f_ H(w)X(jw)e!®t dw

2. TRANSFORMADA DE FOURIER DISCRETA - DFT
a. Transformada de Fourier de secuencias

El fisico francés (1768 — 1830) transformd la informacion de una sefial en el
tiempo a una informacién de frecuencia, llamando espectro de una sefial al
conjunto de frecuencias que la constituye, que se obtiene a través de la
Transformada de Fourier.

Fourier Directa:

oo

Ax(m)] = x(e/V) = Z x(n)e ", dondew = ZWR

n=-—oo
Fourier Inversa:
. 1 (" . .
fl[X(efW)] =x(n) = —j X(ef"")ef‘””dw
2r ) _,

X(e/) = Xg(e™) +jX; (/)
X&) = (o) e ot
Espectro de magnitud: |X(ejw)|

Espectro de fase: arg[X(e/")]



La energia de una senal, es igual a,

co

E = Z x(n) * x*(n) =%an(ejW)X*(ejw)dw

n=—oo

o

1 (" .
E= Z |x(n)|? =%f_ |X(e""’)|2dw

n=—oo

Repuesta en frecuencia de un sistema,

Si X(e/) = Axm)] y Y(e/V) = Ay(n)], entonces,
Y(e™) = H(e/")X(e/*), H(e'")eslarespuestaen frecuencia
La respuesta del sistema,

ym) = £y (e/)] = # ' [H(e™)x (/)]

Ejemplo

Obtener la Transformada de Fourier de la secuencia,

x(n) = a™u(n), lal <1
Solucién
X(ej"") = Z x(n)e wn, = Z ate Iwn = Z(ae‘jw)n
n=-—o n=0 n=0
. 1 1 1 — acosw — jasenw
X(ejw) = —— = - = J
1—ae/% 1-—acosw + jasenw 1+ a? — 2acosw
. 1 — acosw
XR(eIW) = , partereal

1+ a? — 2acosw

—asenw

X (e) = parte imaginaria

1+ a? — 2acosw’



1

w)| =
[x(e™)] [1+ a? — 2acosw]1/2’

Espectro de magnitud

arg X(ejw) =tan™! (ﬂ) Espectro de fase
1 — acosw
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I
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b. Transformada de Fourier de una secuencia peridédica

Sea una secuencia periddica: x(n) = x(n+ rN), de periodo =N,

La representacion en series de Fourier es,

x(n) = %Z (k)e
k=0

Donde X(k) son los coeficientes de Fourier, iguales a,

N-1

X(k) = Z x(n)e_j(%n)kn

n=0

Por notacion simplificada hacemos,

WI\IIC = e_j<zﬁn)k

Entonces,
N-1

X(k) = z x(m)Wkn
n=0

N-1
1
x(m) =+ z X(k) Wikn
k=0

r=0,1,2,



Ejemplo: Tren de impulsos peridédicos

1, n=rN,
x(n) = Z §(n—rN) = {O, en otro caso
Tr=—00

Como x(n) =d(n) para 0 <n < N-1, entonces,

X(k) = Z(S(n)W,{,‘” =wl=1

n=0
N_

1
N
k=

1
x(n) = e ](ZWT[) kn
0

Ejemplo: Tren de pulsos rectangulares periédicos

=in} 1

00 0 T

=110 -1 0 910

n=0 n=0

: 2mk 4mk Sen(—nk)
. 2T . AT

E e /TN — i) 27

= sen()

Espectro de magnitud:




on

JLLLL L1 T H

12 345 6728 9 10 20

Espectro de fase: arg[X (k)] = — j(‘i_’;)

Indeterminado

............... T i xfl FG—}ELXL;..._._.._...

-1D|2¢=4E-ETBE?1EI|
¥ -0 ¥

Indeterminado porque la seial en esos puntos es cero.

REPRESENTACION DE UNA SENAL EN SUS FUNCIONES BASICAS

Para resolver muchos problemas de ingenieria es conveniente descomponer
una sefial dada en suma de funciones basicas. Una forma razonable es tomar
la sefial de entrada y representarla con la funciones basicas con exponenciales
complejas o0 sefales senoidales. Para sefiales discretas se usan la
Transformada de Fourier Discreta DFT y un calculo eficiente de ella es la
transformada Rapida de Fourier FFT.

Para una sefal discreta periodicas:

a) Representacién en funciones basicas de forma exponencial,

1 N-1 k n N-1 ) .z_nn
x(n) = Nz X(K)e! N X(k) = Z x(n)e N
k=0 n=0
_an
si Wy=e N, entonces,
N—-1

X(k) = Z XWWyE  x(n) = 2 X)Wy ~*n
k=0

n=0



X(k) = DFT[x(n)], y x(n) = IDFT[X(k)]

N/2 N/2

x(n) = ;ReX(k)cos (kzﬁnn) + kZOImX(k)sen (kzﬁnn)

N-1

21
ReX (k) = x(n)cos (k—n)
2, z
N-1 .
ImX(k) =— ) x(n)sen (k—n)
) v

b) Representaciéon en funciones basicas de forma trigonomeétrica

Para N par:
. vy )

x(n) = AQ0) + Z ACk) cos (k—n) + kzl B(k) sen (k—n) 44 (2) cos (rtn)
1 2 2m

Donde A(0) = N; x(n); A(k) = N;x(n)cos ()

B(k) = %Nizl x(n) sen (kzﬁnn) ; (—) %Nz: x(n)cos (mn)
n=0 n=0

Para N Impar:

N-1 N-1

2 2
x(n) = A(0) + Z A(k) cos (Wn kn) + z B(k) sen (Wn kn>
k=1 k=1
Los coeficientes son iguales a N par con la excepcion de que:
A(N/2) =0

Relaciones entre la forma trigonométrica y la forma exponencial de x(n):



[X(k) + X(N — k)]

A(k) = N

JIX(k) = X(N = k)]

N
X(N/2)

N

B(k) =

A(N/2) =

Ejemplo: Senal discreta periddica

Encontrar la forma exponencial y trigonométrica de la sefial discreta x(n):

4 : : : ' ' '
N SNSRI NSNS MRS N N ]
B — SRR F R S ]
o 0 R N S O N ]
=E 2--------- -:Ea-——————————é —————————— 'EE}———— ———————————————— = —
1.5 ———--——--——--——--——--—é ----------------------------------------------- —
1+ -——————————; ———————————————————————————————————————————— <
B Fffrt :

U—& -2 ’E*J‘ 2 :;-‘ 5 ’;3‘

n

a) Forma exponencial

Periodo N =4

N-1

XU = ) x Wy,

n=0

om0 om
donde Wy=e N, Wy*"=e N

1 _'2_7-[1 _in T T
W, =e’/a =e ’2=cos§—]sen5=—]

W42 = W41W41 = (NN =-1

W, =wAw,t = (D (=) =



W44 = W43W41 =N =1

4-1

X(0) = Z x(MW," =x(0) +x(1D) +x(2)+x(3)=0+1+2+3=6
n=0

X(1) = Z x@W,™ = x(OW,° + x(DW,* + x(W,2 + x)W,?
n=0

=0 +1(—)+2(-1)+3()=-2+2j

4-1
X(2) = Z W2 = x(OW,° + x(DW,? + x(W,* + x3)W,

n=0
=0 +1(-1)+2(1)+3(-1)=-2

4-1

X(3) = z W, = x(OW,° + x ()W, + x()W,® + x(3IW,°

n=0
=0(1) +1() + 2(=1) + 3(—)) = -2 — 2j
X(k) =1[6,-2+2j,-2,—2 — 2j]

Matlab:

xn=1[01 2 3J;
Xk= fft(xn)

Se realizan 4*4 multiplicaciones=N? (Suma de productos) si se tiene una sefial
senoidal de 1000 muestras = el numero de multiplicaciones seria 1000% =
1'000.000 de sumas y productos.

Una forma de reducir el numero de operaciones es utilizar el algoritmo de la
FFT de Cooley- Tukey es romper la transformada en transformadas mas
pequenas y luego combinarlos para obtener la transformada total.

b) Forma trigonométrica

A(O)=$=%=1.5



[X(D+X#4-1)]

A(D) = 2 = -1
A2) :A<g> =%%)= —%: 05
B(1) _Jx) —5(4— D] _ 4
31 31
2 2 N
x(n) = A0) + kZl A(K) cos (kW”n) + kZl B(k) sen (kWnn) 44 (5) cos (mn)

x(n) = A(0) + A(1) cos (g n) + B(1)sen (% n) + A(2)cos (mn)

x(n) = 1.5 - cos (gn) — sen (gn) — 0.5 cos (mn)

Forma matricial

X(0) [W4° W’ w,° W4°] x(0)
X(1) =|W40 w,' w,? W43| x(1)
x| lwe w2 we we||x@
X(3) lW4O ARRTA: W41J x(3)

TRANSFORMADA DE FOURIER DE SECUENCIAS FINITAS

Sea x(n) una secuencia finita de longitud N

N-1 N-1

()
X0 = ) xme W =N xewlr; 0sksN-1
n=0 n=0
N-1 N-1
1 '(Z—E)kn
x(m) =% > X)W = xowytn; 0<n<N-1
k=0 k=0

Ejemplo: Transformada de Fourier de una ventana (pulso rectangular)

e De 5 puntos (N=5)




®(n) sefial finita

LT T e

X(k) = Z,’X;&x(n)e_j(ﬁn) = Zn o€ .(25) Zn 0 e (25 k)n

)

k 2

X(k) = ( 5 ) sen(nk), w(peribddica) = —n, se repite cada
N
sen(—)
0
k=0  |1x(©0) == _ o axw]=o0
Deo
k

k=1,234 |X(4)| = w =0, arg[X(k)] = indeterminado

sen(g k)

e De 10 puntos (N=10)

¥(n) sefial finita N= 10 puntos

-2 -1 0 1 2 3 4 g & 7 8 9 10

N-1 4 4
(2T (2T (2T
X(k) = x(n)e_j(ﬁ)kn = e_j(ﬁ)kn = e_](ﬁk)n
X(k)=e" (10)" sen(—)
sen(m)
T
= 0
k=0, 1X(0)| = LOS() =5, arg[X(k)]=0
)
sen (E) A7
k=1 [X)|=|—>24| =324, arglX(K)] = ——~ = —04n
sen (E) 10

1



k=2468 |X(k)|=|—F+=%|=0, arg[X(k)]= indeterminado

T
ees aol< P23

arg[X (k)] = (;LO)B =—-12n+nm=-0.2m1
sen (—5)
sen (ﬁ 5)

arg|X(k)] = <L1L0)5 =-2m+2r=0

SIS

k=5, [X(k)|= = 1.0,

T
k=7 X0 = sen (7 7)

sen (10 7)

41
arg[X(K)] = (10)7 = 287+ 31 =027

= 1.24,

[N

T
k=9, IX()| = ((721 )) = 3.24,

arg[X(k)] = — (‘i—’;) 9=—36m+4n =041 T

; MAGNITUD

T3.24 3.24
1.24

L F e ]

0 3 4 g

o 00
-2 -1 1 2 B g 9 10 M
0.4m
FASE 02T
I ! T
i i 0 X - K—p—X — X T—i— kK
-2-1U|2cl_455?891n11
o 0.2m
0.4



PROPIEDADES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER
e Linealidad

Six3(n) = ax,(n) + bx,(n), entonces,

X3(k) = aX (k) + bX, (k)

e Corrimiento circular

Si x;(n) =x[(n—m)]y 0<n<N-1, entonces,
(2T
X, = e Ty (i)

e Dualidad

x(n) DiT X (k) :X(n)DiTX(—k)N, 0<k<N-1

e Simetria
Sea, x*(n): Secuencia conjugada simétrica
x*(—n)y : Secuencia conjugada antisimétrica
La transformada de Fourier es,

xm e l-1ly 0snsnN-1

DF

X [(=m)]y (_)T X*(k) 0<n<N-1

X(k) =X*(k) solamente si x(n)es real

Ejemplo de corrimiento circular

%x(n)

LD EOENIEGEG] T T T ITI (F LOEOENLOEEN

] M n



¥(n) perigdica

TTTT??TTTT??TTTT i

I |
0 M n

TTTT?? TITT?TTET}??_M

Corimiento lineal

®1{n)=x[n-2)]

Mtesll "
0

M n

— LG LD D

Cornimiento circular
Convolucion circular de N puntos
Sea x;(n), x,(n) secuencias finitas de duracion N y X,(k), X,(k) sus DTF
La convolucioén circular entre x1(n) y x2(n) es:

x3(n) = x1(n) (i) x2(n) = x2(n) W) x1(n)

(W) Convolucion circular

x3(n) = Z x2(m)x1(n —m)y = Z x1(m)x2(n —m)y
m=0 m=0

Ejemplo de convolucion circular

Hallar la convolucion circular entre las senales x1(n y x2 dadas.
x1(n) =6(n—1)

4

x3(n) = x1(n) (W) x2(n) = Z x1(m)x2[(n — m)]s

m=0



Graficamente,

*1(m}

m

B ATAFA RN SV AVSTEFATS)
01 M

— LD

Analiticamente,

4

FOEN m
M
2]
: 3
2 x2[(1-m)]
TT Xl 5
T ATH] ! (P OEOEL
01 234 5% m

X3 = Y M mx2((n —m)]s = 94;(1)x2[(n — )]s = x2[(n — 1]s

m=0

n=0, x3(0) =x2[(-1)]s =1,
n=1, x3(1) = x2[(0)]s =5,
n=2, x3(2) =x2[(1)]s =4,
n =3, x3(3) =x2[(2)]s =3,
n=4, x3(4) =x2[(3)]s = 2,

]
|
|

m=1
m=20
m= -1,
m= -2,

m= -3,

m=4 N=5
m=3
m=2



TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER - FFT

En las ultimas décadas se han investigado muchos métodos para reducir el
numero de multiplicaciones en el calculo de la DFT. La técnica mas importante
y popularizada es la de J. W. Cooley — John Tukey (1915-2000) basada en
romper la transformada en transformadas mas pequefias y luego combinarlas
para obtener la transformada total (1965). El método es el proceso de
decimacion en el tiempo y en frecuencia.

FFT Decimacion en el tiempo

El nUmero de puntos se asume potencia de 2, o sea, N=2". La decimacién en el
dominio consiste en romper la transformada de N puntos en dos transformadas
de N/2 puntos, luego cada transformada de N/2 puntos en dos transformadas
de N/4 puntos y continuar la divisidon hasta que se llegue a una transformada de
2 puntos.

La sefial discreta se divide en la parte par e impar:

x(n) = [x(0), x(1), x(2), x(3), ...... , X(N/2-1),.......... , X(N-1)
Pares: [x(0), x(2), x(4),....... , X(N-2)
Impares: [x(1), x(3), x(5),...... , X(N-1)
N-1
DFT[x()] = X(k) = » x(m)W""

Rompiendo las pares e impares:

N-2 N-1
Xk) = Y xWy "+ ) x(m)w,""
(n = par) (n = Impar)

Paressn=2r —-r=n/2 Impares: n=2r+1 —-r=(n-1)/2

N/2-1 N/2-1
X(k) = Z x(2r)wy 2 + z x(2r + D)W, @Dk
r=0 r=0
2T
2 Tk
N/2-1 N/2-1

X(k) = 2 x(2r)Wy ™ + Wy* Z x(2r + DWy "™

r=0 r=0



N N
G(k) = DFT de Epuntos pares H(k) = DFT de £l puntos impares

X(k) = G(k) + Wy H(k)
X(0) = G(0) + Wy°H(0)
X(1) =G+ Wy H(1)
X(2) = G(2) + Wy2H(2)
X(3)=G63)+Wy*H(?3)

X(N/2-1)=G(N/2-1)+ Wﬁ‘ly(zv/z - 1)

}.((N —1)=G6IN/2-1) +Wy""THWN/2 - 1)

’,“' \“
4 %
! G(0) _ \
%(0) e— l - ] < X(0)
DN Y
XI:2}¢—-- . i 9 iy d
(N/2) Point : G(2)) \ //" N
x4 o | DFT - YAV —= X(2)
—a X[N/2-1)
X(N-2) o=—
*(1) o] —o X(N/2)
3) ' p: < o X(N/2+1)
Xare 7 H( w N2+
(M/2) Paint ! L
%(5) o— DFT ! / / \ T < X(N/2+2)
. . HQV V” +
o . - e X(N-1)
®(N-1) : l" HNI2-1) Wt
\ N POINT S
\\\ /’4"

El numero de multiplicaciones:



2 2

N
‘|'N=N-|'7<N2

N 2
# Multiplicaciones = (E) + <E>

Si N=8, el # multiplicaciones = 40 < 64

Ahora cada secuencia de N/2 puntos puede ser decimada en dos secuencias
de longitud N/4.

x(0) o— f \t!-—-q--—-?- y--=o X(0)
x4) e (sa) Poinf—=— —_— —o X(1)
DFT . : P
. - » . o
|
X(N-4) Ot —a— l}—.—-: —o
|N/2) Point. 1 o
%(2) o— | 1—_..._.. :-..q
g | I _ ]
X }b-_(NM} Point| .+ . ) = — r
o o s —
X(N-2) ) o=rf . S ',_q. X(N/2-1)
- | N-Point | NPt
x(1) o= _.__;,f ‘T4_—J' Ii——q. X(N/2) ‘
x8) "y Poind = == X(N/2+1)
S BN 1 —
N-3 -
S | (N/2) Point : —
) : \ —
— ' I
e =
D= oy poimt| —* TR :""" J
' DFT =" » :1 : E' )
*¥(M-1) o— — - ‘KJ'.-_ﬂ.,_—i.“l ,,E_a X(M-1)
Ahora el numero de multiplicaciones es:
o N\? N N?
# Multiplicaciones = 4 (Z) +2 (E) +N = e + 2N

Para N=8; #multiplicaciones = 32 < 40
En general:

Xm+1(P) = X (@) + Wy Xin(q)
Xinr1(q) = Xm(p) + Wy 2X 0 (q)

Que se puede representar como:



Xm(p) Xm+1(p)
Wy"

Xm(qQ) Xm+1(q@)

Simplificando:

T+N/2 _ r N/2 _ r —j(Z—n)ﬂ_ T o —jm _ _ r
Wy =Wy . Wy =Wy .e \N/2 =W, .e = —-Wy

El esquema queda de la siguiente forma:

Xm(p) Xm+1(p)
Wy"

Xm+1(Q)
Xm(q) ~Wy"

Arreglando de otra forma el esquema:

Xm(p) Xm+1(p)

Xm(q) Xm+1(q)
WNr - 1

Se reduce el numero de operaciones (Cooley — Tukey) a:

N
# Multiplicaciones = £l log, N
# Sumas = N.log,N

TRANSFORMADA DE FOURIER CON MATLAB

En Matlab la Transformada de Fourier Discreta DFT de x(n) se calcula con el
comando:

xn = fft (Xk)



y la Transformada Inversa de Fourier Discreta X(k):

Xk = ifft (xn)

EJEMPLO 2: Obtener parte real y parte imaginaria

A continuacion se tiene la parte real e imaginaria de la sefial y de su DFT

n
x(n) = e’3

$DFT PARTE REAL E IMAGINARIA
clear all

n=0:15;

xn=exp (§*n/3) ;

Xk=fft (xn) ;

k=n;

subplot (221)

stem (k, real (Xk)) ;

title ('Parte real de X(k)'")
subplot (223)

stem (k, imag (Xk) ) ;

title('Parte imaginaria de X (k) ')
$recuperar la sefial x(n)

xn=1ifft (Xk);

subplot (222)

stem (n, real (xn)) ;

title ('Parte real de x(n)'")
subplot (224)

stem(n, imag (xn)) ;

title('Parte imaginaria de x(n)"'")



Parte real de x(n} Parte real de X(k)

1 15
05 10
? il
05 J? l 0 (F(F'O(Dmhnmuu erorg
-1 o -5
0 £ 10 15 0 5 10 15
Parte imaginaria de x(n) Parte imaginaria de X(k)
1 £
0.5 T TT 0 - oonoaod e
L ®
| 5
-0.5
-1 i -10
0 5 10 15 0 5 10 15

EJEMPLO 3: Obtener la magnitud y la fase
Obtener la magnitud y fase de la DFT de la senal,
x(n) = sen(2nf1t) + sen(2nf2t), f1=15Hz y f2 =40Hz

$MAGNITUD Y FASE

clear all

£t=0:0.01:9.99; % 1000 puntos
£f1=15; £2=40;

xn=sin (2*pi*fl*t) +sin (2*pi*f2*t);
Xk=fft (xn);

mag=abs (Xk) ;

£f=0:0.1:99.9;

subplot (121)

plot (£, mag)

title('Magnitud de X (k)")

set (gca, 'Xtick', [15 40 60 85])
subplot (122)
fase=unwrap (angle (Xk)) ;

plot (f, fase*180/pi)

title ('Fase de X (k) ")

set (gca, 'Xtick', [15 40 60 85])



Magnitud de X(k) w 10" Fase de X(k)
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APLICACIONES DE LA TRANSFORMADA DE FOURIER - FFT

1. RESPUESTA EN FRECUENCIA

Obtener la FFT de una sefial senoidal de 20 Hz sumada a una sefial tipo chirp
con un desplazamiento desde 5 hasta 40 Hz en un tiempo D.

clear all

D=1; N=128;

ts=D/N;

d=ts/2;

t=0:ts:D-d;

x=sin (2*pi*20*t)+chirp(t,5,D,40);
X=fft(x);

%Reordenar X

M=N/2;

Xaux=X;

X (M+1:N)=Xaux (1:M) ;

X (1:M)=Xaux (M+1:N) ;
Xm=abs (X) /N;
Xf=unwrap (angle (X)) *180/pi;
%Reordenar los jndices k
faux (M+1:N)=0:M-1;

faux (1:M)=-M:-1;

f=faux/D;

% Grafica de la sefial
figure;



plot(t,x,'-g');zoom;
xlabel ('Tiempo (s)');ylabel ('x(t)"');
title('x(t)=sin (2 -Pi-20-t)+chirp(5-40)");

% Graficar fft de xn Xk

figure;

stem(f,Xm, 'r")

zZoom;

xlabel ('Frecuencia (Hz)'");ylabel (' |[X[k]|");
title('Médulo de Coeficientes Espectrales [X[k]]|"');

%

% Grafica de la fase

figure;

stem(f,Xf, "g');zoom;

xlabel ('Frecuencia (Hz)'");ylabel ('Fase (°)");



title('Fase de Coeficientes Espectrales X[k]');
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Reconstruccidédn de la seflal a partir de los X[k]
% Utilizamos un mayor numero de puntos fs=500 Hz

o°

£fs=500;
ts=1/fs;
d=ts/2;
t=0:ts:D-d;
Ns=length (t);
$x=sin (2*pi*20*t)+chirp([5 40]*ts,Ns);
x=sin (2*pi*20*t)+chirp(t,5,D,40);
xr=zeros (1,Ns);
for i=1:Ns
for k=1:N
xr (1) =xr (1) +X (k) *exp (jJ*2*pi*f (k) *ts*(i-1)) /N;
end
end

figure;plot(t,x,'g-");hold on;plot(t,xr,'r--");zoom;

title ('Comparacidén entre x(t) y su reconstruccidn a partir de
X[k]");

xlabel ('Tiempo (t)'"),;ylabel ('x(t) "),



Comparacidn entre x(t) v su reconstruccidn a partir de X[k]
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2. MODULACION EN AMPLITUD

Obtener la FFT de una sefal exponencial modulada en amplitud con una
frecuencia portadora de 200 Hz. N es el numero de puntos de muestreo
durante D segundos de la sefial. Se requiere una frecuencia de muestreo de
por lo menos 400 Hz, N/D>400

clear all

N=128; D=0.2;

ts=D/N;

d=ts/2;

t=0:ts:D-d;

x=exp (-2*t) .*sin (2*pi*200*t) ;
X=fft(x);

%Reordenar X

M=N/2;

Xaux=X;

X (M+1:N)=Xaux (1:M) ;X (1:M)=Xaux (M+1:N) ;

Xm=abs (X) *ts;
Xf=unwrap (angle (X)) *180/pi;

%Reordenar los jndices k
faux (M+1:N)=0:M-1; faux (1:M)=-M:-1;
f=faux/D;



figure;

plot(t,x,'-g');zoom;
title('x(t)=exp(-2t) ‘sin (2 -pi-200-t)");
xlabel ('Tiempo (t)');ylabel ('x(t)"');

figure;
plot (£,Xm, '-r'")
title('Médulo de los coeficientes espectrales de x(t)');

xlabel ('Frecuencia (Hz)'");ylabel (' [X[k][|");

figure;
stem(f,Xf, '-b');zoom;



title('Fase de los coeficientes espectrales X[k]');

xlabel ('Frecuencia (Hz)');ylabel ('Fase X[k]");
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3. MODULACION EN FRECUENCIA

clear all

D=0.5;N=256;

ts=D/N;

d=ts/2;

t=0:ts:D-d;

x=sin (2*pi*200*t+5*sin (2*pi*2*t)) ;
X=fft (x);

%Reordenar X

M=N/2;
Xaux=X; X (M+1:N)=Xaux (1:M) ;
X (1:M)=Xaux (M+1:N) ;

Xm=abs (X) *ts;
Xf=unwrap (angle (X)) *180/pi;

%Reordenar los jndices k
faux (M+1:N)=0:M-1; faux (1l:M)=-M:-1;
f=faux/D;

figure;
plot(t,x,'-g');zoom;
title('x(t)=sin (2 'pi 200 -t+10 'sin(2 'pi-2-t)");

400



xlabel ('Tiempo (t)');ylabel ('x(t)"');

figure;

stem(f,Xm, '-r');zoom;

title('Médulo de los coeficientes espectrales de x(t)');
xlabel ('Frecuencia (Hz)'");ylabel (' |[X[k]|");

figure;
stem (£,Xf, '"-b'");zoom;
title('Fase de los coeficientes espectrales X[k]');

xlabel ('Frecuencia (Hz)'");ylabel ('Fase X[k]");



Fase de los coeficientes espectrales X[k]
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4. ANALISIS ESPECTRAL

El analisis espectral describe la distribucion en funcién de la frecuencia de la
potencia contenida en una sefal, basado en un conjunto finito de datos. En
términos generales, la manera de estimar la PSD (densidad de potencia
espectral) de un proceso es encontrar la Transformada de Fourier discreta DFT
(usando la FFT) y tomar la magnitud al cuadrado del resultado. Esta estimacion
es llamada Periodograma.

El Periodograma estimado de la PSD de una sefial de longitud L para un
numero de puntos de frecuencia N (N > L) es:

. X 0f:01 Ef,
P.r.r[fk] = IL—JFIEL ,Tck = i k=101

st \ =5 1. . N=-1
Donde,
-1 Sjhn /N
Xplfyl = Y xglnle 0"
n=10

Para una sefial coseno de 200 Hz, anadir ruido y observar su contenido
espectral:

clear all

Fs=1000;

t=0:1/Fs:.3;

x=cos (2*pi*t*200) +randn (size (t));
Hs=spectrum.periodogram('Hamming') ;
psd(Hs,x, 'Fs',Fs)

o

% Potencia promedio



Hdsp=psd (Hs,x, "Fs',Fs);
Pow = avgpower (Hdsp)
% Pow = 1.6727
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TRANSFORMADA COSENO DISCRETO - DCT

Tiene mejor compactacion de energia que la DFT con pocos coeficientes
transformados util en aplicaciones de comunicacion de datos. La DCT es una
transformada completamente real a diferencia de la DFT que requiere numeros
complejos. Matematicamente para una secuencia de entrada x(n), la DCT es:

n(2n —1)(k — 1)

; k=1,2,...,N
2N

y(k) =w(k) i x(n)cos (
n=1

Donde,

( ! k=1
N’ B
w(k) =«

La transformada Inversa coseno discreto IDCT es;




N
2n—1)(k—-1
x(n) = ZW(n)y(k)cos (”( n ZN)( ); k=12 .. N
n=1
Donde,
( ! k=1
N’ N
w(n) =1
—, 2<k<N
\
Ejemplo:

Generar una secuencia senoidal de 25 Hz con frecuencia de muestreo de 1000
Hz, calcular la DCT y reconstruir la sefial usando solamente los componentes
con valor mayor a 0.9 (17 coeficientes de los 1000 originales)

o\°

ejemplo de dct
(0:1/999:1); % 1000 puntos
sin(2*pi*25*t);
= dct (x); % calcula la dct
y2 = find(abs(y) < 0.9);
y(y2) = zeros(size(y2)):;

X ot
Il

$size (y2)=983, solo se usaran 17 componentes

z = idct (y); % reconstruir sefial
subplot(2,1,1); plot(t,x);

title('Original Signal')

subplot(2,1,2); plot(t,z), axis([0 1 -1 17])
title ('Sefial reconstruida')

Original Signal

Sefial reconstruida




TRANSFORMADA DE HILBERT

Facilita la formacién de la sefial analitica util en el area de comunicaciones
especialmente en el procesamiento de sefiales de pasa banda. Calcula la
transformada de una secuencia de entrada real x(n) y retorna un resultado
complejo de igual longitud.

Para aproximarse a la sefial analitica, Hilbert calcula la FFT de la secuencia de
entrada, remplaza los coeficientes que corresponden a las frecuencias
negativas con ceros y calcula la IFFT del resultado.

y = hilbert(x)
La parte real es el dato real y la parte imaginaria es la transformada.

Xr = [1 2 3 47;
X = hilbert (xr)
% x =1.0000+1.00001i 2.0000-1.00001i 3.0000-1.00001 4.0000+1.00001

Ejemplo:

sejemplo hilbert

(0:1/1023:1);

sin(2*pi*60*t) ;

hilbert (x);

plot (t(1:50), real(y(1:50))), hold on

plot (t(1:50),imag(y(1:50)),"':"), hold off

<X ot
Il

Original Signal
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La transformada o parte imaginaria tiene un desfase de 90°
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