TEMA 1: TEORIA DE SENALES Y SISTEMAS

DEFINICION DE SENAL: Matematicamente es una variable que contiene informacion y
representa una cantidad fisica, por ejemplo encontramos sefnales de audio, imagen, ruido,
termoeléctricas, bioeléctricas, etc.

CLASIFICACION DE LAS SENALES

a. Continuas o discretas

x(t) %(n)

Continta Discreta

b. Periédica o no periodica
La senal periddica se repite después de un intervalo de tiempo llamado periodo.
x(t) =x(t+T)

T = Periodo; f = Frecuencia

w = Frecuencia angular ; w = 2nf

Periodica



T =0.2seg
. 1
t(seq) f=ﬁ= SHz
rad
w=10r —
seg

No periédica

x(t)

kY

t(seq)
Deterministica o estocastica
Deterministica porque tiene un valor en (t) y en otro tiempo (t + At), predecible.

x(t) xit)

H:ﬂ't m kt(seg} lJ.J ” t(seq)

Deterministica Estocastica

— - — -

. Par e impar

Par: x(t) = x(—t)




Impar: x(t) = —x(—t) x(—t) = —x(t)

x(t) = xp(t) + xi(t)
xp(t): Sefial Par—— xp(t) = % [x(t) + x(—t)]

xi(t): Seial Impar—- xi(t) = % [x(t) — x(—1t)]

ENERGIA Y POTENCIA DE UNA SENAL

Energia total de una sefal:
E =f [x()]? dt

Potencia promedio:

t2

— 2
P_t2—t1 . [x(®)]* dt

Si es periddica:

T

I
p =?E [X(O]? dt
2

SENALES FUNDAMENTALES




a.

Impulso unitario i) (1)

b. Escaldn unitario u(t)

C.

Rampa unitaria r(t)

S0 ={ys 20




d. Senoidal sen(wt + @)

e. Exponencial x(t) = et

1--~

f X
ol 1 t
®={5: <o)

x(t) = sen(2nf + @)

@ = fase o corrimiento



“1
TRANSFORMACIONES DE LA SENAL
Corrimiento: Es el desplazamiento de la sefial en el tiempo
x(t)—— x(t — to)
Ejemplo: Graficar u(t — 2) siu(t)es el paso unitario
uit) u(t-2)
— =
3t
0 0 2
Reflexion: Es el espejo de la sefial en el tiempo
x(t)—— x(—t)
x(t) x(t)
— = 1




OPERACIONES DE LA SENAL

a. Escalamiento

y(t) =c.x(t) Ej: Amplificador

b. Suma
y(t) = x1(t) + x2(t) Ej: Mezclador

c. Multiplicacion

y(t) = x1(t) *x2(t)  Ej: Modulador AM

d. Diferenciacion

y(t) = % x(t) Ej: salida en una bobina

e. Integracién

y(t) = [x(t)dt Ej: Salida en un condensador

COMO GENERAR SENALES CON MATLAB

a) IMPULSO

t=-5:0.1:5; %Intervalo de tiempo para el que se va a realizar la grafica.
d=zeros(1,101); %Cantidad de puntos que se encuentran en el intervalo de
tiempo establecido.

d(51)=1; %Punto en el que se producir el impulse.

plot(t,d) %$Comando para realizar la grafica.

axis([-5 5 0 1.5]); %Comando para acotar los intervalos de los ejes.

grid %$Comando para colocar grilla a la grafica.



%Discreto
stem(t,d) %Comando para discretizar la grafica.

b) ESCALON

t=-5:0.1:5; %Intervalo de tiempo para el que se va a realizar la grafica.
u=[zeros(1l,51),ones(1,50)]; %Cantidad de puntos del intervalo que
corresponden al valor cero o no del escalon.

plot (t,u) %Comando para realizar la grafica.

axis([-5 5 0 1.5]); %Comando para acotar los intervalos de los ejes.

grid %$Comando para colocar grilla a la grafica.

stem(t,u) %Comando para discretizar la grafica.



~

c) ESCALON CORRIDO EN (T-2)

t=-5:0.1:5; %Intervalo de tiempo para el que se va a realizar la grafica.
i=find(t==2.0); %Comando para encontrar el punto en que el tiempo es 2.
l=length(t); %Camando para descubrir el tamafio del vector.
um2=[zeros(l,i),ones (1, (1-i))]; %Cantidad de puntos del intervalo que
corresponden al valor cero o no del escalon.

plot (t,um2) %$Comando para realizar la grafica.

axis([-5 5 0 1.5]); %Comando para acotar los intervalos de los ejes.

grid %Comando para colocar grilla a la grafica.

stem (t,um2) %Comando para discretizar la grafica.




d) PULSO

%Generar el pulso
t=-5:0.1:5; %Vector de tiempo para el que se va a realizar la grafica.

i=find (t==-2.0); %Comando para encontrar el punto en que el tiempo es -2.
e=find(t==2.0); %Comando para encontrar el punto en que el tiempo es 2.
l=length(t); %Camando para descubrir el tamafio del vector.
ul=[zeros(l,e),ones(l, (1-e))]; %Cantidad de puntos del intervalo que

corresponden al valor cero o no del escalon.
u2=[zeros(1l,i),ones (1, (1-1))1;

u=u2-ul; %Resta de las dos seflales expresadas anteriormente.

plot (t,u) %$Comando para realizar la grafica.

axis([-5 5 -1 2]); %Comando para acotar los intervalos de los ejes.
grid %$Comando para colocar grilla a la grafica.

stem(t,u) %Comando para discretizar la grafica.

e) SENALES SENOIDALES

A=4; %Samplitud de la sefal
fi=30; %Fase en grados de la sefial



fi=fi*pi/180; %Fase en radianes de la sefial

T=0.1; %Periodo

f=1/T; %Frecuencia

t=-0.5:0.001:0.5; % Vector de tiempo para el que se va a realizar la
grafica.

x=A*sin (2*pi*f*t+fi); %Sefial seno

plot (t,x) %Comando para realizar la grafica.

grid %$Comando para colocar grilla a la grafica.

£) SENAL CUADRADA PERIODICA

A=2; S%amplitud de la sefial

f=5; SFrecuencia

t=0:0.001:1; % Vector de tiempo para el que se va a realizar la grafica.
w=2*pi*f; S$Frecuencia angular

x=A*square (w*t); %Funcion sefial cuadrada

plot(t,x) %$Comando para realizar la grafica.

axis ([0 1 -3 3]); %Comando para acotar los intervalos de los ejes.

grid %$Comando para colocar grilla a la grafica.



g) SENAL DIENTE DE SIERRA PERIODICA

A=2; %amplitud de la sefial

f=5; SFrecuencia

t=0:0.001:1; % Vector de tiempo para el que se va a realizar la grafica.
w=2*pi*f; S$Frecuencia angular

x=A*sawtooth (w*t); %Funcion sefial diente de sierra

plot (t,x) %$Comando para realizar la grafica.

axis ([0 1 -3 3]); %Comando para acotar los intervalos de los ejes.

grid %$Comando para colocar grilla a la grafica.




TEORIA DE SISTEMAS

DEFINICION DE SISTEMA: Es un conjunto de elementos relacionados entre si que
tienen un objetivo comun. Ej. Eléctricos, mecanicos, épticos, hidraulicos, térmicos, etc.

R PEE— Sistema —
x(t) y(t)

CLASIFICACION DE LOS SISTEMAS
Los sistemas pueden ser:

a. Continuos o discretos

Sistema
x(t) continuo

yit)

- Sistema j—:
discreto

b. Lineal o no lineal

Es lineal si cumple el principio de superposicion.



xA(t)

si x(t) = ax1(t) + bx2(t)

Sistema

yit)

y(t) = ayl(t) + by2(t)

c. Invariante o no invariante

entonces por superposicion

Es invariante si cumple la propiedad de corrimiento, esto es:

x(t)

Por ejemplo para el sistema:
x(t)

Sistema

yit)

— SISTEMA

Si es invariante el corrimiento a la entrada aparece a la salida:

x(t-to)

yit-to)

véit}

y(t-to)

—_— Sistema
®2(t)
—_— Sistema
®(t-to)
yit)
—
0f Py




d. Causal o no causal

Es causal si la salida depende solamente de los valores previos de la entrada. De lo
contrario es no causal, o sea, puede depender de salidas o entradas pasadas.

e. Invertible o no invertible

Es invertible si la entrada puede ser reconstruida usando un sistema inverso. Por
ejemplo x(t)= cos(x) es no invertible.

5 Sistema
yit) inverso x(t)

S Sistema

x(t)

f. Estable o inestable

Es estable si en una entrada acotada se produce una salida acotada.

y(t) = e tX(t) es estable y(t) = e'x(t) es inestable

SISTEMAS LTI : Lineales invariantes en el tiempo

Sistema

) - ()

h(t): Respuesta al impulso unitario

PROPIEDADES

S LTI I
X(t) yit)

v" Convolucion

y(t) = foox(r)h(t —17)drt



y(t) = x(¢t) = h(t)
*= convolucion

v" Conmutativa

y(&) = h(t) * x(t)

y(t) = f_ h(Dx(t —1) dr

EJEMPLO 1.8

Realizar la convolucion de:

h(t) =e"t X)) =u()—u(t—1)
x(t)
hit) 1
1
et
0] 1 0 1

y(t) = x(t) * h(t)

y(t) = J-oo h(Dx(t—1) dt

hz)
1

ah1

] I -1 0

a.t<0-y(t)=0

b)h.o<t<1 ay(t)fote_fdr =[-e"]=1—-e"t




EJEMPLO 1.9

Realizar la convolucion

x(t) = {e‘3t, 0<t< 2}
0, en otro caso

h(t) = e tu(t)

- Sistema 5
x(t) hit)

Solucién

y() = x(t) * h(t)

y(t) = me(r)h(t —17)dt



0 Sy — 1
I
eh-3t I
|
eh-(t- [
0 2 t
ht
(t) )
1
1
ahg
1
1
a)t<0;-yt)=0
b)0o<t<?2
x(t)




(1)

EJEMPLO 1.10:
Determinar si la sefal es periddica, si lo es hallar su periodo.

a). x(t) = 4cos(5nt — m/4)

21
x(t) = Acos(wt + ¢); w = 2nf = T

T = Periodo
2T o
w=5n=7;esperwdlca
T_Zrc_Z 0.4
=g =ti0 seg

b). x(t) = 3cos4t + sen(mt)

1=4 2T 1 2T T
= = — = —_—= —
@ T1 4 2
2T
W2=nm=—=->T2=—=2



T1_7'[/2_7T_N odi
== =7 o0 es periodica

Nota: la relacién debe dar numerador y denominador enteros.

c). x(t) = cos(3mt) + 2cos(4mt)

1=3 _27'[ Tl_Zn_Z
WLEST =T 3T 3
04 2T 1 2 1
= = — = — = —
We= A= Ar 2
T1_2/3_4 o
T2—1/2—3, leSpeTlo ca
371 =4T2=T
r=s(2)=2
=3(3)=2seg

EJEMPLO 1.11:

Determinar si los siguientes sistemas son: lineales, invariantes, causales o con
memoria.

a). Z—ij + 6y(t) = 4x(t)

“Las ecuaciones diferenciales de orden 1 representan un sistema continuo”

“Los coeficientes que acompanan la y al ser constantes representan un sistema
invariante”

“Si no depende de entradas futuras el sistema es causal”
“Si posee diferenciales la ecuacion el sistema tiene memoria”

De acuerdo con esto este sistema es: Lineal, invariante, causal y con memoria.



b). % + 4ty(t) = 2x(b)

El sistema es: Lineal, no invariante, causal y con memoria.

c). y(t) = sen[x(t)]

El sistema es: No lineal, invariante, causal y sin memoria.

d). 2 +y2(t) = x(t)

El sistema es: No lineal, invariante, causal y con memoria.

e). Z—Jt’ + sen(t)y(t) = x(t + 2)

El sistema es: Lineal, no invariante, no causal y con memoria.

—_— Sistema —_—
X0 Y0

x(t) = alx1(t) + a2x2(t)

y(t) = alyl(t) + a2y2(t)

PROPIEDADES DE LOS SISTEMAS LTI
a). Conmutativa
x(t) = h(t) = h(t) * x(t)

b). Distributiva



x(t) * [ah1(t) * bh2(t)] = ax(t) * h1(t) + bx(t) * h2(t)
c). Asociativa
x(t) * [h1(t) * h2(t)] = x(t) * h1(t) * h2(t)
d). Invertibilidad
h(t) *h~1 = 0 (¢)

e). Estabilidad

jmlh(t)l dt < oo

f). Causalidad

h(t) < 0,Parat <0

ESTRUCTURA DE LOS SISTEMAS

a). Conexion serie

hit)
h(t) = h1(t) * h2(t)

b). Conexién paralela



h(t) LYy

= h2()

h(t) = h1(t) + h2(t)

c). Sistema invertible

— hi) 5 hAt)

) *h™ @) = d(t)

RESPUESTA EN FRECUENCIA DEL SISTEMA

—  hg)
x(t) yit)

x(t) = e/®t > Sefal exponencial compleja

y(&) = x(t) * h(t) = j°° h(D)x(t — 1) dt = fooh(t)ejw(f—f)dr
y() = ej“’tfooh(r)e‘j“”dr

oo
J h(t)e /**dt — Respuesta en frecuencia
—00

EJEMPLO 1.12



Encontrar la respuesta a un sistema a la entrada del escalon unitario si H(t) es
igual a:

1 _t
h(t) = RCE RC u(t)
uft)

i

0l

o)

1 .
H(jw) =f Ee_T/RCe_J“”dT
1 * —(jw+i)1:
j = — RC)" d
H(jw) RCfO e T

H(jw) = ! e-(fw%)f]

1
R[_jw +1/RC
1/RC 1

H ] = =
Vo) = 1/RC ~ T+ jwRC

Magnitud

o 1
IH Gl = J1 + (WRC)?

Fase

@ =0 —tan Y (wRC) = —tan™*(wRC)



H(jw) H(jw)

0 -80°

Respuesta al escaldn

h(t): Respuesta al impulso unitario

y(t) = u(t) = h(t) = fooh(‘r)u(t —1)drt

y(t) =f h(t) dt
Sea: h(t) = %e‘R_tc u(t)

t
1 _z
= _— RC
y(©) f_ch"’ u(r) dr

1t _o
= — RC
y(t) RCfO e u(r) dt

1 _T _T
y(t) = ﬁ[—RC e RC] = —e RC



t
y(t) =1-e KC

REPRESENTACION DE SISTEMAS
Un sistema se puede representar mediante:

e Ecuaciones diferenciales
e Ecuaciones de estado

_ Sistema

x(t)

EJEMPLO 1.13: SISTEMA ELECTRICO



— % GSistema ——>
e(t) it

) di 1. )
e(t) = Ri(t) + LE+EI [ dt,derivando

de @ 1 E IO | b acion di ial de orden 2
ae_pat a1 IR
dt dr  “qez T ¢ 7 heuacion iferencial de orden

EJEMPLO 1.14: SISTEMA MECANICO

e
2 L S AR M
e A N rc L
— Sistema ——>
©o FeFriceitn oo PO X
K= Constante del resorte
m= Masa
F= Friccion
X= Desplazamiento
F(t)= Fuerza aplicada
2x X
F(t) = mﬁ +F T + Kx; = Ecuacion de segundo orden

EJEMPLO 1.15: VARIABLES DE ESTADO



o RliiiLo
W el

Ecuaciones:

. de de 1.
1. i(t) = d—;—> d_::El(t)

2. LZ—i = e(t) — Ri(t) — e (t) > % =Ze(t) — T Ri(t) — e,(t)

En forma matricial (Ecuaciones de estado)

de, 0 1 77Te, 0

dt | _ c

dt“l Y | B R EY
L

dt i L

Variables de estado e, , i

X=A%+Bu (t) Donde

u(t): Entrada al sistema
= = Vector de estado

- [7]

; el punto (.) Significa derivada.

EJEMPLO 1.16:



Representar la siguiente ecuacion diferencial mediante ecuaciones de estado

d’y _d’y dy
— —+ =42 =u(t) E ion d
703 +5 172 + T + 2y(t) = u(t); Ecuacion de orden 3

Solucidn

Tres variables de estado: x1, x2, x3

3 2
Despejando: (;TZ =-5iY_ 4 _ 2y(t) + u(t)

dt? dt
Se define:
x1(t) = y(t)
dy
2(t) = —
x2(t) It
d?y
x3(t) = ﬁ
x>t
x = [xZ] ; vector de estado
x3
Tenemos:
X1 0 1 07[x1] [0
H= [u 0 1] kz 4
3 —2—-1 -5 3 1

Ecuacion de salida y(t):

x1
y()=1[1 0 0] [xZ]
x3

y(t) = Cx + Du(t)



EJEMPLO 1.17

Ecuaciones
. . dil
1. elr = Rll’l +L1?+ec

di2 .
2. ec - ng‘l‘ Rzlz
dec
dt

3. C Iy
Variables de estado: iy, i,, i3, despejamos:

dil _  Rq. el ec
dt Lq Ly Lq

diz ec RZ .
dat L2 L2

dt C C

Ahora:



] Ry 17 B
t _L_i _L_i ! Ly
+ R: 1
i,|=]0 1. 7 |liz| T 0] et
. 1
el | c "¢ P|e| |0
Ecuacioén de salida:
e, (t) = Ryi,

TRANSFORMADA DE LA PLACE

Matematicamente convierte una ecuacion diferencial en funcion de x(t), en una ecuacion
algebraica en funcion de x(s) para el andlisis de sistemas continuos.

L
X() - X(s)
LIX(D)] =X(s) = fooX(t)e‘“ dt

Parat >0

[oe]

X(s) =f X()e St dt
0

a). Funcion escalon

x(t) = Au(t)



o]

x(s) =f Ae~St dt =Af e St dt
0 0

x(s)=A [e_St] = é
—s s

£[A] =§

b). Funcion rampa

x(t) = At, t=>0

x(s) =f Ate St dt
0

e—St OOe—St e—St A
x(S)=A[t S]—f Adt=A[ ]z—
- 0

—S _SZ SZ
A
L[At] = S_z

c). Funcién exponencial

X(t)

ol

x(t)=e™ %, t=>0

x(s) =J e~ St dt =j e~ (@+s)t gy
0 0

e —(a+s)t 1

x(s) = [

—(a+5s) T S5+ta



L[e—at] — . L[eat] —

s+a’ s—a

d). Funcién senoidal

x(t) = Asen(wt)

A, . ;
x(t) = % (e/@t — e~J@t), (Euler)

[oe] o

A (® . A
x(s) = _f (e]a)t e—]wt)e—st dt = _[f
2j 1Jo

o9 g — |
0

ejw—s) e—Uw-s) 1 1 Aw
(S)__{[ ] [ (lw—S)} 2}[s—jw s+ja)]=52+w2

L[Asen(wt)] = ? L[Acos(wt)] = %

e~ (o=t 44 ]

e). Funcion de corrimiento

x(t) = x(t — a)u(t —a)

Llx(®)] = foox(t —u(t—a)estdt = fwx(r)u(r)e—s(ﬁa) dr
0 a

Llx(®)] = me(r)e‘”.e‘“s dt = e‘asjoox(r)e‘“ dt
0 0

Llx(t)] = e *X(s)

Llx(t —a)] = e ¥X(s)



EJEMPLO 1.18
a) x(t) = 4sen(100t) u(t)
Solucion

4(100) 400
LIx@®] =X(s) = s2 + (100)2 TS (100)2

b) x(t) = 4sen(100t — 10) = 4sen[100(t — 0.1)]
Solucién

4(100)

—-0.1s
52+ (100)2"°

Llx(®)] = X(s) =

c) x(t) =2u(®) + 0(t—4)— cos(5t) u(t)

Solucion
NRIGIES!

S

2
L[X(t)] =X(s) = ; +e ™4 — SZ+—25

d). Multiplicacion por e~%¢

[oe] [oe]

e %x(t)e St dt =f x()e TVt dt = X(s + a)
0

Lle %x(t)] = j

0

Lle %x(t)] = X(s + a); Traslacién

EJEMPLO 1.19
a) x(t) = u(t) —e 2t cos(10t) u(t)

Solucion



1 s+2
x(s) =—

s (s+2)2+102
b) x(t) =e 3.t

Solucién

& =Grae

TEOREMAS DE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

a) Diferenciacion

dx
r [E] = sX(s) — x(0); x(0) = x(t)—g

dzx 2 ’
L [W] = s°X(s) —sx(0) — x'(0)

General

L [% = s"X(s) = s"1x(0) = s"%x'(0) ... —sx™"2(0)—x""1(0)

b) Diferenciacion compleja

d
L[ex(®)] = ==X (s)

2

d
L[t2x(t)] = EX(S)

n

d
LIE"x(0)] = (~1)" 2 X(S)



c) Integracion

L[J.x(t)dt]=@

d) Convolucion

Llx (£) * x2(8)] = X1($)X5(5)

e) Teorema del valor inicial
x(0) = lim sX(s)
S—00
f) Teorema del valor final

x(o0) = th_glo X() = £1_I)1(1) sX(s)

EJEMPLO 1.20

1. Hallar el valor inicial de x(t) si:

Solucién

0 = i " _ 2s+1
¥ = Jim X = IS

2. Hallar el valor final de x(t) si:



10(s +1)

@) X(s) = s(s?2+4s+3)
Solucion

Debemos estudiar si el sistema es estable o no es estable, o sea que tenga los polos
hacia la parte izquierda del plano.

s?+4s+3=0
(s+1)(s+3) =0; Polos: —1y— 3,sies estable

v 10s+1) . 10(s+1) 10
) = = = - —
(o) = limsX(S) =l s T a5 +3) M2+ 4s+3) 3

_10(s+1)
b) X () = s(s?2+4s—3)
Solucién

Debemos estudiar si el sistema es estable o no es estable, o sea que tenga los polos
hacia la parte izquierda del plano.

s?+4s5s—-3=0
(s+1)(s—3) =0; Polos: —1y3, No es estable

Por lo tanto no podemos continuar con el procedimiento.

TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE
L
f@) = F(s)

L_l
F(s)— f(®)
LFS)] = f(®)



EJEMPLO 1.21

Encontrar f(t) si:

3 2 2
F(S)=E+

s—2 s2

A A
e R R P R

s+a
Solucién
f(t) =3+ 2e? -2t

a) Fracciones parciales

A(s)  al a2

F(s) = =
) B(s) s+p1+s+p2+

ax = [(s + pr)F ()]s=—p,

EJEMPLO 1.22

F(s) = s+ 3

s T s24 3542

Solucién

F(s) = s+ 3 _ al + a2
s T s243s+2 s+1 s+2
1_[S+3 _—1+3_

R PI) P i
2_[s+3 _—2+3_
e, T 21T
F(s) = 2 1

s T s+1 s+2

L7F(s)]=2et—e™2t



b) Exponente numerador > Exponente denominador

EJEMPLO 1.23

s3+552+9s+7

G =
) s2+3s+2

—5%— 35725 5+2
252 + 75+ 7
—252 — 65— 4
543
Solucién

s+3
G(s) = )+ —
(B)=(s+ )+52+35+2
G1(s) = s+3 _a1+a2 2 1
DTG+ +D s+1 s+2 s+1 s+2
6(s) = (s +2) + o
Ve s+1 s+2

1

-
G(s) — g(t)

g) = %[ d@)+20 (t)] +2e t — g2t

c) Polos multiples

EJEMPLO 1.24

s24+2s+3

Fls)= (s+1)3



Solucién

s?2+2s+3 b1l b2 b3

F(s) =

GI1)? s+1 G2 Grip

o b3=[(s+1)3F()]se—1 =[s2+25+ 351 = (12 +2(-1)+3=2

. b2=[i(sz+23+3)] =2+l =20-D+2=0
o b1=[1L (s +25+3)] i =§[%(25+2)] =1
1 2
F(s) =

+
s+1 (s+1)3

l
] = t™; entonces:

n+1

Sabemos que: L1 [

f)=et+ett?
EJEMPLO 1.25

F(s) = 25+ 12
s s2+2s+5
Solucién
2s+ 12 2s + 12
F(s) = =

s2+2s+5 (s+1)2+4

Tenemos que:

S
L1 [Sn+w2] = Cos(wt); L1 [ n+w2] Sen(wt)
Ahora
F(s) = 2s+12 2(s+1) 4 10 o 2(s+1) 2%5
VTG TDE+4 5+D2+22 (s+1D2+22 (5+12+2%  (s+1)2+ 22

f(t) = 2e "t cos(2t) + 5e " tsen(2t)



EJEMPLO 1.26
Hallar X (t)

10(s + 1)

X(s)= s(s? +4s+8)

Solucién
X()—A+ Bs+C

s T s s244s+8

_[ 10(s + 1) 10 5
(s +4s+8)_, 8 4

5
10(s+1)=Z(sz+4s+8)+Bsz+Cs

0 52+B2 B >
= — - [ J—
3% TS 4

10s =5s+Cs—>C =5

5/4 —5/4(s+5)
X(s) = s +52+4s+8

—5/4(s+5) —5/4(s+2)  2x15/4
s2+4s5+8 (s+2)2+4 (s+2)2+4

(t)—5 -2t (21:)+15 ~2tsen(2t
x(t) =7 —7e " cos 7€ sen(2t)

COMO APLICAR LO ANTERIOR CON MATLAB
GRAFICAR FUNCIONES

EJERCICIO No. 1.



S 0, T< —4
. /‘". x()={T+2, —-4<t<3
t t—2, t=3

Solucién

%$Graficar sefales
$Primer ejercicio

tl=-8:-4;%Tiempo para el primer segmento de recta que va de -8 hasta -4
x1l=zeros (size(tl));%Ecuacidén para el primer segmento de recta o sea para
cuando es < que -4

t2=-4:3;%Tiempo para el segundo segmento de recta que va de -4 hasta 3
x2=t2+2;%Ecuacidén para el segundo segmento de recta o sea para cuando es
-4<=t<3

t3=3:8;%Tiempo para el tercer segmento de recta que va desde t=>3
x3=t3-2;%Ecuacién para el tercer segmento de recta o sea para cuando es
t=>3

t=[tl t2 t3];% Vector de tiempo

x=[x1 x2 x3];%

figure(l) $Para mostrar en una figura aparte la grafica

Vector de espacio

subplot (211); %Matriz para visualizar dos graficas en la misma ventana
plot(t,x)% Graficar

grid %$Colocar grilla a la grafica

title ('SENAL x(t)')%Nombre de la sefial

xlabel ('TIEMPO')% Nombre del eje x del plano

ylabel ('"DISTANCIA')$ Nombre del eje y del plano

SEAAL i
]

piETANDA
izl
T

%$Discretizar
stem(t, x)



grid %Colocar grilla a la grafica

title ('SENAL x(t)')%Nombre de la sefial

xlabel ('TIEMPO')% Nombre del eje x del plano
ylabel ("DISTANCIA') % Nombre del eje y del plano

EJERCICIO No. 2.

y@®) =x(t—-1)
Solucién

%segundo

t=t+1;%Ecuacidén para adelantar la sefial del ejercicio anterior
figure (2) $Para mostrar en una figura aparte la grafica
subplot (212) $Matriz para visualizar dos graficas en la misma ventana
plot(t,x,'r")% Graficar

grid%Colocar grilla a la grafica

title ('SENAL y(t)=x(t)')%Nombre de la sefial

xlabel ('TIEMPO') % Nombre del eje x del plano

ylabel ('DISTANCIA') S Nombre del eje y del plano




EJERCICIO No. 3

x(t) = 4cos(5nt — %)

Solucién

$Tercero

w=5*pi;%Frecuencia angular

T=2*pi/w;%Periodo de la sefal

t=0:T/100:2;% Vector tiempo

x=4*cos (5*pi*t-pi/4); SFuncidn x(t)
plot(t,x,'g")% Graficar

grid%Colocar grilla a la grafica

title ('SENAL x(t)')%Nombre de la sefial

xlabel ('TIEMPO')% Nombre del eje x del plano
ylabel ("AMPLITUD') % Nombre del eje y del plano

SERAL x)
* T ! T T T T T
21 i ! :
© 5 : 5
p ' . N
= H H H
E_. ﬂ_ ___J:____ _:L_ o L L. 1 .J:_
= H H H
< ! !
2l H : : i
. | | | | [ | |
0 0z n4 06 0.8 1 12 14 16 14
TIEMPO

EJERCICIO No. 4
x(t) = cos(4t) + sen(8t)
Solucidn

$Cuarto

wl=4;%Frecuencia angular primera funcidn
T1l=2*pi/wl;%Periodo de la primera funcidn
w2=8; $Frecuencia angular segunda funcién
T2=2*pi/w2;%Periodo de la segunda funcidn




T=T1/T2;%Periodo de la sefal

t=0:0.01:10;% Vector tiempo

X=cos (4*t)+sin (8*t) ;$Funcidn x(t)

plot(t,x, 'm')% Graficar

grid%Colocar grilla a la grafica

title ('"SENAL x(t) ') %Nombre de la sefial

xlabel ('TIEMPO')% Nombre del eje x del plano
ylabel ("AMPLITUD') % Nombre del eje y del plano

SERIAL xi}

AMPLITUD
=

FRACCIONES PARCIALES
EJERCICIO No. 1.

2s3 4+ 55243546
s3+6s2+11s+6

x(s) =

Solucién

o)

% Primero

num=[2 5 3 6];%Numerador de la funcidén teniendo en cuenta su orden
den=[1 6 11 6];%Denominador de la funcidén teniendo en cuenta su orden

[r,p,kl=residue (num,den) $r=raices, p=polos y k=ganancia

r= -6.0000 -4.0000 3.0000
p = -3.0000 -2.0000 -1.0000
k= 2

O sea la respuesta es:



6 4 3

s+3_s+2+s+1+2

x(s) =—

EJERCICIO No.2.

s?2+2s5+3

x(s)=s3+352+35+1

Solucién

%segundo

num=[1 2 3];%Numerador de la funcidén teniendo en cuenta su orden
den=[1 3 3 1];%Denominador de la funcidén teniendo en cuenta su orden
[r,p,k]l=residue (num, den) Sr=raices, p=polos y k=ganancia

r=1 0 2

=1 -1 41
k=1l
O sea la respuesta es:

1 4 0 4 2 _ 1 + 2
s+1 (s+1?2 (s+1)3 s+1 (s+1)3

x(s) =

TRANSFORMADA DE LAPLACE
EJERCICIO No. 1

x(t) = 2e%tsen(2t)

Solucién

$Transformada de laplace
primero

syms t% Variable

xt=2*exp (-2*t) *sin (2*t);% Ecuacidén a transformar
xs=laplace (xt) $Comando para hallar la transformada de laplace

xs = 4/ ((s + 2)72 + 4)



EJERCICIO No. 2

Hallar el valor inicial de x(t) si:

2s+1

x(s)=SZ+S+1

Solucién

Para hallar el valor inicial tenemos: x(0) = limg_,, sX(s)

%segundo

syms s % Variable

xs=(2*s+1l)/ (s"2+s+1) ;% Ecuacidén a transformar
sxs=s*xs;%$Multiplicacién de la ecuacidédn por 's' para hallar el limite

x0=1imit (sxs,s,inf)%Hallamos el limite segun la definicidén de valor

inicial
x0=2
EJERCICIO No. 3
Hallar el valor final de x(t) si:
10(s+ 1)

x(s) =

s(s?2+4s+3)

Solucién

Para hallar el valor inicial tenemos: x(o0) = limg_,, sX(s)

Ys*x(s) = %; entonces:
%tercero
n=[10 10];% Numerador
d=[1 4 3];% Denominador
sxs=tf (n,d);%Funcidén s*x(s)
p=pole (sxs)%sPolos de la funcidn
if real(p)<0 %Condicional si los polos dan a la izquierda del plano
[num, den]=tfdata (sxs, 'v')
sxs=poly2sym(num, 's') /poly2sym(den, 's")
xfinal=1limit (sxs,s,0)
else % Sino hacer
disp('No es estable')
end %Final



p= -3 -1

xfinal =10/3

EJERCICIO No. 4

Hallar el valor final de x(t) si:

10(s + 1)
s(s? +4s —3)

x(s) =

Solucién

Para hallar el valor inicial tenemos: x(0) = limg_, sX(s)

10(s+1
Ysxx(s) = %; entonces:

o)

% cuarto

n=[10 10];% Numerador

d=[1 2 -3];% Denominador

sxs=tf (n,d) $Funcidén s*x(s)

p=pole(sxs)%Polos de la funcidn

if real(p)<0 %Condicional si los polos dan a la izquierda del plano
[num, den]=tfdata (sxs, 'v')
sxs=poly2sym(num, 's') /poly2sym(den, 's")
xfinal=limit (sxs,s,0)

else% Sino hacer
disp('No es estable')

end%Final

p = -3.0000 1.0000

No es estable



SOLUCION DE ECUACIONES DIFERENCIALES

Sistema LTI (Invariante en el tiempo)

EJEMPLO 1.27

2

Wx(t) + 3%x(t) +2x(t) =3

Condiciones iniciales: x(0) = 0,x'(0) =0

Solucion

x"+3x"+2x=3>1

L[x" ()] = s%x(s) — sx(0) — x'(0)
Llx'(®)] = sx(s) —x(0)

Aplicamos laplace a (1)

[s2x(s) — 5205 — £407] + 3[sx(s) — 2400 + 2x(s) ==

N

s%x(s) + 3sx(s) + 2x(s) = g

x(s)[s?+3s+2] = ;

3 3
x(s) = s(s24+3s+2) s(s+1D(s+2)
()_a+ b 4 c
xS s s+1 s+2

= [erneral_ =3

b= [s(si— 2)] =3

s=-1



€= [S(S?-’I- 1)]52_2 - %

3 3 3

= +
Qe e T

3 3
_ - -t - -2t
x(t) = > 3e™" + > e
EJEMPLO 1.28
Resolver la ecuacion diferencial
y" +5y"+6y=2x"+x(t)

Condiciones iniciales: x(t) = u(t),y(0) =1,y'(0) = 2

Solucioén

Sacando LTI

[s2y(s) — 530 — w407 + 5[sy(s) — 467 + 6y(s) = 2[sx(s) — 240)] + x(s)
[s2y(s) — 1 — 2] + 5[sy(s) — 1] + 6y(s) = 2[sx(s) — 1] + x(s)

y(s)[s? +55+6] =x(s)[2+ 1] +s+5

()_(Zs+1)x(s) s+5
Yis)= s24+554+6 s2+5s+6

x(t) =u(t) » x(s) = %

(s) = (2s+1) N s+5 (2s+1) N s+5
yis Cs(s2+554+6) s2+55+6 s((s+3)(s+2) (+3)(s+2)
()_A1+ A2 4 A3 4 B1 4 B2

yS_S s+3 s+2 s+3 s+2

y(t) = A1 + A2e73t + A3e™ %t + Ble 3t + B2e™ %t

y(t) = A1+ (A2+B1)e 3t + (A3+B2)e™?*



En MATLAB tendriamos:

TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE

Hallar la transformada inversa de laplace de:

10(S + 1)
T S24+45+8

% Transformada inversa laplace
o
°

syms s % lo colocamos para decir que es una variable virtual.

xs=10* (s+1)/ (s"2+4*s+8); %esta es la funcidédn que deseamos trasformar.
xt=ilaplace (xs) Scomando para sacar la transformada inversa de la anterior
funcioén.

Entonces tenemos que la transformada es:

x(t) = 5e72t (2cos(2t) — sen(2t))

b).
() — 15(s + 3)

e—ZS
s2+4s+3

)

syms s % lo colocamos para decir que es una variable simbdlica.
xs=(15*exp (-2*s) * (s+3) )/ (s"2+4*s+3); %esta es la funcidn que deseamos
trasformar.

xt=ilaplace (xs) S%comando para sacar la transformada inversa de la
anterior funcidn.

Entonces tenemos que la transformada es:
x(t) = 15e= Dyt — 2)e~E+D) (—6e=3(-2) 4 6=3(t-2))

O sea
x(t) = 15Dyt — 2)e~¢+2)

oe

c) .



syms t %$lo colocamos para decir que es una variable simbdlica.
xt=laplace (5*heaviside (t)) %comando para sacar la transformada inversa de
la anterior funcién.

Entonces tenemos que la transformada es:
5
x(t) = 3
ECUACIONES DIFERENCIALES
Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales:

a).
y"+2y"+5y=3;y(0)=0,y'(0)=0

o
]

Ecuaciones diferenciales

o° o

a:
y=dsolve ('D2y+2*Dy+5*y=3"', 'y (0)=0"','Dy(0)=0") %comando para la solucidn
de ecuaciones diferenciales y ecuacidén con sus respectivas condiciones
iniciales.

Entonces tenemos que la solucion es:

3 3 3
= —— e tsen(2t) —=etcos(2t) + =
y 1Oe sen(2t) 5e cos( t)+5

$b),
y=dsolve ('Dy+5*y=3*%exp (-2*t) ', 'y (0)=-2") S%comando para la solucidbdn de
ecuaciones diferenciales y ecuacién con sus respectivas condiciones
iniciales.

Entonces tenemos que la solucion es:

y = e—2t _ 3e—5t

%c) .-

y=dsolve ('D2y+5*Dy+6*y=2*diff (heaviside (t), t)theaviside(t)"','y(0)=1", "Dy (
0)=2"') %comando para la solucidédn de ecuaciones diferenciales y ecuacidn

con sus respectivas condiciones iniciales.



Entonces tenemos que la solucién es:

1 1
y=4e 2t —3e73t + Ee‘t(e” +3)e % — ge‘t(e“ + 5)e~3t

PROBLEMAS PROPUESTOS 1
1. Determinar si la sefal es periddica. Si asi es hallar el periodo.
a). x(t) = 4cos(5nt + %)

b). x(t) = 4u(t) + 2sen(3t)
c). x(t) = cos(4t) + sen(2t)

d). x(n) = 4 cos(nn)

e). x(n) = 4 cos (O.Snn + %)

f). x(t) = 4 cos (37rt + g) + cos (87‘[t + g)

2. Graficar las sefales
0, t<—4
a). x(t) :{t+2,—4s t < 3}
t—2,t=3
0,n<?2
b). x(n) ={2n—4, 2 Sn<4}
4—n n=4
3. Usar Matlab para graficar y(t) = x(t — 1) siendo:
a). x(t)de la parte 2(a)

b). Graficar y(n) = x(n + 1), siendo x(n) = 2(b)
c). Graficar 10 ciclos de la sefal x(t) = 4 cos (Snt — %)

4. Comprobar que el sistema descrito por la ecuacién y(t) = %x(t) + x(t), es un

sistema lineal e invariante en el tiempo.
5. Larespuesta de un sistema LTI al paso unitario x(t) = u(t) es:



y(&) = (1 — e ?u(®)

Hallar la respuesta a la entrada x(t) = 4u(t) — u(t — 1).

6. Hallar
a). La energia total b). Potencia promedio

t
x(t) 4

1

2
0 T 2T
t
2 2 1

7. Hallar la componente par e impar de la sefal:
x(t) = cos(t) + sen(t) + sen(t) cos(t)
8. Determinar si el sistema con respuesta al impulso unitario:
h(t) = te~2tu(t) + e3tu(—t) + 0 (t—1)
Es estable.

9. Dado x(t) hallar y(t) = x(3t — 2)

-2 2

10. Resolver la Convolucion x(t) * h(t) = y(t)

a.

hit)
x(t)




x(t) hit)
4

hit)

x(tl=sen(t) 1h---

d. Encontrar la respuesta de un sistema a una entrada x(t) = 2u(t — 10), si la
respuesta al impulso unitario h(t) = sen(2t)u(t).

e. h(t) = 2e tu(t), x(t) = u(t) — (t — 4),y(t) =?
Hallar y(t), si x(t) = u(t)

-k - — - = - -

Ejercicios: Transformada de Laplace

1. Calcular la Transformada de Laplace de las funciones:



a). x(t) = 2u(t) + 0 (t — 4) — cos(5t)
b). x(t) = tu(t) + 2(t — 2)u(t — 2)

c). x(t) = 5te~t

d). x(t) = tsen(t) + et

e). x(t) = sen(2t) cos(2t)

f). x(t) = e %*cos(12t)
g). x(t) = sen (4t + g)

h). x(t) = cos(5t) cos(3t)

2. Hallar la transformada de Laplace inversa de:

s+1
a)-X(s) = {Zers
5s5+2
b)- X(s) = sinerae
_ 1
€)-X(s) = Zrte
10(s+1) _
d) X(S) = 52+ZS+3 *
25+100
€)-X(5) = Tnere e

3. Solucionar la ecuacion diferencial
a).y"+3y'"+6y=0; y(0)=0,y'(0)=3
b).2y" +7y"+3y=0; y(0)=3,y'(0)=0
c). y' + 3y = 4x(t); x(t) = cos(2t) ,y(0) =-2

d).y" +4y" +20y =2x"—x; x(t) =u(t),y(0)=0,y'(0) =1



e).y" +9y" +20y =x(t); x(t) =2u(t),y(0)=1,y'(0) =-2

wo=(5 123

4. Hallar la salida natural y forzada (Condiciones iniciales=0) de:
a).y'+ 3y =4x(t); x(t) =cos(2t) ,y(0) =-2
b). y' + 4y = 3x(t); x(t) =sen(2t),y(0) =1

UNIDAD 2
FUNCION DE TRANSFERENCIA

Es un modelo matematico que expresa la interaccidn del sistema de la salida
frente a la entrada.

REPRESENTACION DE UN SISTEMA

v" Ecuacion diferencial.
v" Ecuaciones de estado.
v" Funcion de transferencia.

Gz

—_ Sistema —_—
X0 vt

Y(s
G(s) = % — Funcion de transferencia

Condiciones iniciales iguales a cero (0).
Ejemplo:
Un sistema esta representado por:
y" =3y" +4y' =4x" - 2x" + x

Trans. Laplace



S3Y(s) —3S2Y(s) + 4SY(s) = 452X (s) — 25X(s) + X(s)

Y(s)[S3 — 352 + 4S] = X(s)[45% — 25 + 1]

Y(s) 4S*-25+1

(s)

R, =R, = 1KQ; C = 100 pF

1 R,

Ry||— = ———
2ll 7 1+ R, +Cs

R

1+ R
Y(s) = X(S)+—I€S
R+1TRes

Y(s) R

6 =5 = 2R+ R2Cs

103 10
G(s) =

2%103 + 105+ 10~%s s+ 20

OPERACION ENTRE SISTEMAS

~X(s) S3-352+4S




1). Serie

P o e e o e R i |
' |
Giis) G2s) —+——>
Ms) . Yis)
b o e oo o e e o — . |
Gis)
Y(s
G(s) = —= = G1(s) * G2(s)
(s)
2). Paralelo
+‘-\{ H
Xis) e Yis)
G2(s)
6(5) =~ = G1(s) + G2(5)
S)=——= s s
(s)
3). Realimentado
._}x{ﬂ‘ ( o Gis) Y[;

His)

E(s) = Error
Y(s) =G(s)E(s)

E(s) =X(s) = Y(s)H(s)



Y(s) = G(s)[X(s) — H(s)Y(s)]
Y(S)[1+G(s)H(s)] = G(s)X(s)

Y(s) G(s)

X - 1T COHG) = Glc(Ft lazo cerrado)

Ejemplo

G1 G2

A -] 2
s s 1is+1)
Y(5)

X(s) i
W E3
s+1) K

6= (5) (7)==
127 \s/\s+1) s2+s

= L 312
X(s) ¥(s)
G3
1 1 1
Yés) _ G(s) = 61z _ st+s _ st+s _ st+s
X(s) 1+61263 ;1 1 ~ 1 (s +s)5+2)+1
s24+5s s+2 (s?+5s)(s+2) (s2+5s)(s+2)

Y(s) s+2 s+2

= = Orden 3
X(s) (s?+s)(s+2)+1 s3+352+25+1_) raen

Equivalencias



G1

Kts; ; | © R B — x 1162 G2
— s)
G2
2.
A G AG, _ A g AG
A UG A
3.
_A g AG, A | AG,
G | AG.,
4.
A G () ACB — ") c [ACH
_T_E' _TE”G E .
Ejemplo

Encontrar la funcion de transferencia del sistema:




X(t)= Entrada, Y(t)= Salida.

Remplazamos cada elemento por su transformada.

Tenemos:

di ¢
VL=L—->LS

dt
Ve 1J | dt £1
= — - —
c)! cs
Ecuaciones:

v X-V=RI

v V=~ -1)R,
v V=Y =LSI
v

1
Y—E[z

Diagrama en bloques:



X(s)

2=
8
W=
=
¥
|_.
e
¥

[
in

R1 ey C= [

i
=
)
W
|3
¥
=

_ = >
R1 LC.s=
*(=) R2/R1 =2 LG Y
— X ™ R M 2 Le >
RICE ————
— P >l R L
— (R1+R2) (52 LC+1)
RICs (——
R2
G(s) = Y(s) (R1+ R2)(1 + s2LC) B R2
X)) 4 + R2 ~ (R1+4R2)(1 + s2LC) + R2R1Cs

(R1+ R2)(1 + s2LC) * R1¢s

Ahora vemos que, si se tiene:



F =kx
F(s) = KX(s)

[N

I= Inercia traslacional

=10
1(s) = 1s%6(s)

Amortiguador

o

F = Bx
F(s) = BsX(s)

R
My

V =Ri
V(s) = RI(s)



L
L T —

V_Ldi
CTdt

V(s) = LsI(s)
C
_][_
V= %fidt

1
V(s) = a[(s)

Modelo en espacio de estado

X(£) = AX() + Bu(t)

Y(t) = CX(t) + Du(t)

X1
X(t) = Vector de estado = | X,
X3
X
X =X, u(t) = Entrada; y(t) = Salida
X3
> B B 4@—>Ym
» D
Ejemplo

Encontrar las ecuaciones de estado del sistema:

y'+2y"+4y =2u



Solucién

Variables de estado
Xi=y; X;=y
Ecuaciones de estado
1. X1 =X,

2). X', = —2X, — 4X, + 2
Ecuacion de salida

y() =X,

Entonces:

yo =01 olfy]

Ejemplo: Representar el sistema en ecuaciones de estado

Reszorte uft)
K

Masa m ig (t)

Amortiguador

L
ST

Ecuacion:
My" + By' + Ky = u(t)
Xi=y; X;=Y

Ecuaciones de estado:



1) X]_ =X2

: K B

2). Xy ==Xy — Xy +

Salida

y() =X,

Ejemplo
TGl LI I
S T ™ ESTEEEY Chey
w(Tyoseo T g

Ecuaciones

1). L X; + X3 +R(X; —i) =0
2). LX, —X3=0

3).X; =CX;+ X,
Ecuaciones de estado

g =B Ry
1= L, L1(1 D)

X, =
27,

X X
X, =—=2-2
37 ¢ ¢

Salida

y(t) = X3

Ejemplo



Obtener el modelo del sistema en el espacio de estados

Vis)
(=) P 2543

—»

iz}

gh2

Diagrama en bloques - Espacio de estados

Funcién de transferencia en lazo abierto

1 1 3
G(s):(25+3)*s—2=;(2+—)

S

| w2

Uis) 3 K2z

| =

—» 2

Sistema de 2° orden - Dos variables de estado X, (t) , X, (t).

1
X1(s) = 5 (X2 + 2(u — X7)]

3
Xo(s) = = (u - X)

Salida
Y(s) = X1(s)

1. SX1=_2X1 +X2+2u
2. SXZ = _3X1 + 3u

Aplicando [~*

1. X, =2X, +X, +2u
2. X, =-3X,+3u

Salida

X1(s)
>

()



y(t) = X, (t)
B2 R o
y®©=[1 0] )2]

Conversion entre funciones de transferencia y ecuaciones de estado

Sacando transformada de Laplace
sX(s) = AX(s) + Bu(s)
Y(s) = CX(s) + Du(s)
X(s)[s — A] = Bu(s)
I: Matriz identidad
100
I = [0 1 0]
001
X(s) = [SI — A]"*Bu(s)
Y(s) = C[SI — A]"*Bu(s) + Du(s)

Y(s) _

ol C[SI—A]"'B+D

— Gls) -
ufs) yis)

G(s)=C[SI—A]"*B+D

Ejemplo



X,
Solucién
s 0 0 1 o
=0 o ° [__ __] H
m m m
g PR
G)=[1 o k . b H
m m m
S -1
= k b
" [— s+ —=
m m
b
1 s+ — 1
s2+—s+— o
+b 1 0
1 0 s+ —
6(s) =1 m H
2. b k k -
s +ﬁs+m - N m
b 0
G(s):% s+ — Ik
2'|'£S+£- m o=y
s?+— =
G(s) ! 1
s) = . -
b k m
2 _— —
Set st
1
G(S):

ms? + bs + k

Sistema Hidraulico



' —_—
h1 —
‘ _—
| — = e
(}1 d Cc2
C: Capacidad hidraulica del tanque
R: Resistencia hidraulica de la valvula
g: Caudal (Volumen/Tiempo)
h: Altura
Ecuaciones Diferenciales Ecuaciones de Laplace
_ hy —h, _ H,—H,
q1 = R, Q1= R,
1 Qi — O
hy =— ; —qq)dt H, =
1 C, f(ql q1) 1 C.S
hz HZ
q2 = R_z Q; = R_z
1 01— 0,
h, = sz(‘h qz)dt H, = C,S

Diagrama de bloques

Qi

o]
=
==

9|~
g

E\3|_.

L 4
Bl

Q2

Q2(s)
Qi(s)

G(s) =



——— | Sis. Hidraulico ———
qi(t) q2(t)
1 H2 "
C2s

L

Respuesta en el tiempo de un sistema

al-

Sistema de primer orden

— -
R:S} 5 C:S:l

Funcién de transferencia en lazo abierto

1
Gla(s) = =

Funcién de transferencia en lazo cerrado

1

_C® _ _3s
GlC(S)—m— 1+l
Ts

Realimentacién unitaria

1

C =
(s) s+ 1

R(s)



a) Respuesta al escalon unitario

|
|
|
I
|
|
1 41

t=0-C(t)=0; t=0->C(t)=1

r(t) = u(t)
R(s) = 1
(s) =3
‘& =Smrn
C(s) = 1 1
(s) = s s+ 1/t

CH)=1—e7t/"

T
t=1->C(t)=1—-e7=1—-e"1=0.63=63%

at
t=41->C(t)=1—-e 7 =1—e"*=0.98 =98%

Ejemplo

Un termémetro es un sistema de 1° orden, si el 98% de la lectura definitiva la realizan en
10 min, 4, Cual es la constante de tiempo?

41t = 10 min

T = 2.5min



b) Respuesta a la rampa unitaria

r(t) =
1
r(r)=t—>R(s)=S—2
C(s) =
s T s2(ts+ 1)
1 1 72
C(s)=———+
(s) s2 s 1s+1
1 1 T
C(s) =———
() s? s+s+1/r
COHt—1+7e /"
Cit)
Entrada

G

r(t)=t

="—1salida

>
Clt)

¢) Respuesta al impulso unitario

Entrada: 0 ) > R(s)=1

1 1/t

C = =
) s+1 s+1/t

1 t=0—>C(t)=l
ca)=;f”T*{ T}
t=0->C(t)=0



Cit)

1

0

Respuesta en el tiempo de un sistema de segundo orden

Motor DC

=1+ |

Engranaje

n: Relacion de velocidad ea: Voltaje aplicado
Ra: Resistencia inducida (motor) eb: FCEM
La: Inductancia del inducido J: Momento de inercia
8: Desplazamiento angular b: Amortiguacion
Ecuaciones

dia )
La— 4+ Raia + eb = ea

dt
d?o do
F-i_ bE =T = Kyla;T:Torque
Laplace

1). SLala + Rala + KsS8 = K, Er
2). 5%]0 + bsO = K,la

do
eb = K3E



KleET—K2K3SB
sLa+Ra

2). e?J6 + bs6 = K,la =

0(s) KK,
Er(s) s(s+b)(Las + Ra) + K,K3s

ﬁ" Sistema =
r(s) Bis)
B(s) a(s)
Ris) Er(s) » " C[sr

C(s) KiKyn
R(s) s[(Las+ Ra)(Is + b) + K,K3] + K, K,n

G(s) =

En general: Sistema de segundo orden

C(s) K

R(s) Js?+Bs+K

C(s) K/]

R(s) B K
(S) SZ+(T)S+7
Ezwnz_’wnz K/]
]

wy,= Frecuencia natural no amortiguada

= 28w,

—| w

g= Tasa de amortiguamiento

Funcion de transferencia de un sistema de 2° orden en lazo cerrado

wp?

S? 4+ 25w, S + wy,?

G(s) =

0 < g < 1: Sistema subamortiguado

g = 1: Sistema criticamente amortiguado (oscilatorio)



g > 1: Sistema sobreamortiguado

Cit)

Sistemas subamortiguados

Entrada: Escalon unitario R(s) = 1/s

s) = w2 1 S + 25wy,
e = S(s2 + 25wnS + wy2) S SZ + 28Wp,S + w2
1 s + gwy, Wy,
e(s) =—

s (s+ewp)?+wg® (s+ewy)?+ wg?
wp? = gwn” + wg®
wq: Frecuencia amortiguada

Wy = Wy 1 — g2

w
C(t) =1—e 5@nt [coswdt + %senwdt]
d

C(t) =1— e 5@nt [coswdt + sena)dt]

_&
Ji-¢
Caracteristicas

tr: Tiempo de subida C(t) =1

tp: Tiempo pico C(t) —» max

1+ 2% Tolerancia}

ts: Tiempo de establecimiento C(t) = {1 + 5%Tolerancia



Mp: Sobrepico - C(t) max (Overshot)

Cit)

Tolerancia

SFr-————-—-=-==—=-=

=
—

En matlab lo podemos aprecia y practicar de la siguiente forma:

FUNCION DE TRANSFERENCIA

% funcidén de transferencia

o o\

a) .

num=[116] %numerador de la funciodn

den=[1 8 116] %denominador de la funcidn

Gs=tf (num,den) %comando para obtener la funcidén de transferencia de la
funcién.

$b) .  POLOS Y CEROS

p=pole (Gs) %$comando para hallar los polos de la funcién.

c=zero (Gs) %Comando para hallar los ceros de la funcidn.

% GRAFICAR POLOS Y CEROS

pzmap (Gs) %Comando para graficar la ubicacidén de los polos y los ceros.
axis ([-10 10 -20 20]) %comando para definir los limites de los ejes en la
grafica.

Obtenemos:

p =
-4.0000 +10.0000i
-4.0000 -10.0000i

c~=
Empty matrix: 0-by-1



% c):_ Respuesta al paso unitario u(t)
step (Gs) %Comando que me muestra graficamente el comportamiento del

sistema.

o

d) .

num=[12] %numerador de la funcidn
den=[1 8 12] %denominador de la funciédn
Gs=tf (num,den) S%comando para obtener la funcidn de transferencia de la

funciédn.
%e)._ POLOS Y CEROS

p=pole (Gs) %comando para hallar los polos de la funcidn.
c=zero (Gs) %Comando para hallar los ceros de la funcidn.

X

% GRAFICAR POLOS Y CEROS
pzmap (Gs) %Comando para graficar la ubicacidén de los polos y los ceros.



axis([-10 10 -20 20]) %comando para definir los limites de los ejes en la
grafica.

Obtenemos:

ceros = Empty matrix: 0-by-1

% f): Respuesta al paso unitario u(t)
step (Gs) %$Comando que me muestra graficamente el comportamiento del
sistema.




CONVERSION DE SISTEMAS

%%4) . CONVERSION DE SISTEMAS!!!!!

%a) . DE FUNCION DE TRANSFERENCIA A ECUACION DE ESTADO

num=[4 12 ]; %numerador de la funcidn

den=[1 5 12]; %denominador de la funciédn

Gs=tf (num,den); %comando para obtener la funcidén de transferencia de la
funcioén.

[A,B,C,D]=tf2ss (num, den) Scomando para pasar de funcidn de transferencia a
ecuaciones de estado

Obtenemos como resultado:

A =-5 -12
1 0
B = 1
0
C =4 12
D=0
O sea:
¥11 [-5 —12][x1] 1
L= + u(t)
2 1 ollx2) lo

X1 0
y=1la 121L]+9u63
2

%b) . DE ECUACION DE ESTADO A FUNCION DE TRANSFERENCIA

A=[1 2;4 -1]; %Valor de a en la ecuacidén de estado
B=[0; 1]; %Valor de b en la ecuacidédn de estado
C=[0 1]; %Valor de c en la ecuacidédn de estado

D=0; %Valor de d en la ecuacidn de estado

[

num, den]=ss2tf (A,B,C,D) sComando para pasar de ecuaciones de estado a
funcidén de transferencia.



Gs=tf (num,den) %expresa como funcidén de transferencia la respuesta

anterior.

Obtenemos como resultado:

num= 0 1 -1

den= 1 0 -9

Transfer function:

s-1

1. FUNCION DE TRANSFERENCIA
¢ Respuesta al paso unitario

c(s) 10
R(s) s2+2s+10

"LAZO ABIERTO"

num=10; %Coeficientes del Numerador
den=[1 2 10]; %
g=tf (num,den) % Generar la funcidén de transferencia
t=0:0.01:10; % Vector tiempo

c=step(g,t); % paso

plot(t,c) % Graficar

Coeficientes del Denominador

grid % Grilla

$Podemos reemplazar el c=step(g,t)y el plot COMO step(qg)
step(g) % Paso

El cédigo anterior nos genera:

Transfer function:



s"2+2s+10

Utilizando step (g)

Utilizando plot (t,c)

e Respuesta a la rampa unitaria

La variable g que utilizamos aqui, es la que fue generada en el punto anterior.

gr=g*tf(1,[1 0]) %nos genera la nueva funcidén de transferencia
t=0:0.01:10; % Vector Tiempo

c=step(gr,t); % Paso

plot(t,t,t,c) % Graficar

legend ('ENTRADA', 'SALDIA")

El cédigo nos genera:
Transfer function:
10



sN3+2s"2+10s

e Respuesta al impulso unitario:

impulse(g) % Grafica el impulso con la funcidén utilizada en los
ejercicios anteriores

2. ECUACIONES DE ESTADO
Gl = 6 Slkal+ [0l
y=01 ol[,]

-1 -0.5; 1 0 ]; % Matriz A
5; 0]; % Matriz B

0l; % Matriz C

% Matriz D

Convertir a funcidn de transferencia



[num,den]=ss2tf (A,B,C,D) S%convertir a funcidén de transferencia
g=tf (num,den) % funcidén de transferencia
t=0:0.01:10; % Vector tiempo

e

step(g) % Paso
$%Respuesta a la rampa unitaria

gr=g*tf (1, [1 0]) ; % Genera la nueva funcién de transferencia
t=0:0.01:10; %
c=step(gr,t); % Paso
plot(t,t,t,c) % Graficar
legend ('ENTRADA', "SALDIA'")

Vector tiempo

o)

% Respuesta al impulso

impulse(g) % Impulso

El programa nos genera:

7 Transfer function:
0.5s + 1.665e-016
#2+5+05
gr=
Transfer function:

0.5s + 1.665e-016

s"3+s"2+05s



3. COMPARAR TIEMPOS DE RESPUESTA SEGUN CONTROLADOR

$3: Compara tiempos de respuesta segun controlador
SISTEMA 1
1
-+ - L 2 >
Res) = cis)
Transfer Fon
$Sistema 1 : Control proporcional

gl=5*tf(1,[5 1 0]); % Multiplicacién de la ganancia por la funcidén de
transferencia

gcl=feedback(gl,1l) ; % Retroalimentacidén o "Laso cerrado"
t=0:0.01:10; % Vector tiempo

cl=step(gcl,t); % Respuesta al escaldn

Respuesta del programa

g1=
5
552 4 s
gcl=
5



SISTEMA 2

1
+_ | 51+ 0.88) o — -
5
Ris) = cis)
Transfer Foni Transfer Fen
%$Sistema 2 : Control proporcional derivado

g2l=tf([4 5],1) %Genera la primera funcidén de transferencia
g22=tf(1,[5 1 0]) %Genera la segunda funcién de transferencia
g2=g2l1*g22; % Multiplica las dos respuestas anteriores ya que se
encuentran en serie

gc2=feedback(g2,1); SRetroalimentacidén o "Laso cerrado"
c2=step(gc2,t); % Respuesta al escaldn

Respuesta del programa

g21=
4s+5
g22=
1
582 +s
g2=
4s5+5
5s2+s
SISTEMA 3
O—r— ¢ " 2 o >
Riz) Es+1 s C(s
Transfer Fon Integrater
0e
$Sistema 3 : Control proporcional con realimentacidédn de velocidad
g31=5*tf(1,[5 1]) % Multiplicacién de la ganancia por la funcidén de

transferencia



g32=feedback(g31,0.8) % Retroalimentacidén o "Laso cerrado"
g33=g32*tf(1,[1 0]) % Multiplica las dos respuestas anteriores ya que se
encuentran en serie

gc3=feedback (g33,1); % Retroalimentacidén o "Laso cerrado"
c3=step(gc3,t); % Respuesta al escaldn

plot(t,cl,t,c2,t,c3) % Grafica de la respuesta de los tres sistemas

legend ('SIST 1','"'SIST 2','SIST 3')

Respuesta del programa

g31=
5
5s+1
g32=
5
5s+5
g33=
5
5s2+5s
gc3=
5

582 +5s+5
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3. CALCULOS CARACTERISTICOS
G(S) = 10 "LAZO ABIERTO"
T s(s+2)(s+3)
Hallar: tr, tp, Mp, ts
%4: Calculo de caracteristicas
g=zpk([],[0 -2 -3]1,10) % Ceros, Polos y Ganancia
gc=feedback(g,1l) % Realimentacidén "Laso cerrado"

t=0:0.001:10;
y=step (gc, t);

% Vector tiempo
% Respuesta al escaldn
$tiempo de salida
r=1;
while y(r)<1.0
r=r+1
end
tr=(r-1)*0.001

$tiempo pico:tp
[ymax,n]=max (y)
tp=(n-1)*0.001

$Sobrepico:Mp
Mp=ymax-1

$tiempo de asentamiento:ts



tol=0.02; % Tolerancia del 2%

1=10/0.001;

while y(i)>=(1-tol)&y(i)<=(1l+tol)
i=i-1;

end

ts=1*0.001

Tener en cuenta: En ts, para el programa comienza a ejecutarse en ultimos valores del
tiempo, y se va regresando hasta donde la tolerancia es del 2%.

El programa nos genera:

tr= 1.4980
tp = 2.3600

Mp = 0.3727
ts= 9.0790

Respuesta Transitoria

Sistema .
r(t) C(t)

C(t) =1—e %t |coswyt + 1—Shgtzsena)dt]

a) Tiempo de subida tr

Ct)y=1-t=tr

coswgtr + 1 senwgtr =0

_q2

1—¢g2
tanwgtr = — = -
& g§Wn

Wq

Wy = wpy/1 — g2



Im
POl
_________ 0 g
1
|
[
[
[
[ T—§
| B \
Re |
—Ef,
_ Wq
tanl—-—=n-p
g
T —
tr = F
Wq
b) Tiempo de pico: tp

C(t) » Maximo

dc(t)

7 _0

dt
E=a) e 89nt? [cosw tp + & senwgytp| + -
dr ~ O atb J1—¢€2 P
— e—%wnfl’ [_wdsenwdtp + Cosa)dtp] =0
1—¢?
dc
prie senwytp =0

T
watp = 0,1, 2m, ... > tp = w—d

c) Sobrepico (overshot): Mp

T
MP=C(tp)—1;tp=w—d



Y
Mp = —e “n(od | cosm +

g

senm
J1—¢2

T ___&

Mp = —e_&wn(w_d) - Mp =e 1-¢2

TT

d) Tiempo de asentamiento (setting): ts

Cl-~

e Tolerancia del 2%

w |

4
ts = —
g§wn
e Tolerancia del 5%
3 1
ts=—j;1=—"0
§wn g§wn
Ejemplo
KA
A
Riz) = J.s+B
Kz

Si ] =1; B=1; hallar K; y K, Paraque Mp = 0.2y tp = 1 seg.

L
Cis)



Solucién

Funcién de transferencia en lazo cerrado

Kq

R(s) s{Js+B+KqK3) Cls)

C(s) K;
R(s) Js2+s(B+ KK, +K;

-5
0.2 =eV1=& — g=0.456; Despejada aplicando Ln a ambos lados

8 rad
tp =1 =—> wy = 3.14——; Frecuencia natural amortiguada
Wy seg

w 3.14 ad

W, = 4 = 3.53——; Frecuencia natural no amortiguada

J1—g V1-0.4562 seg
CE)
R(s) s%+42gw,s+ w,?
C(s) Ki/]
R(s) 2 4 (B +]K1K2) +%

K

wn2=71ﬁ/=1wn2 = K,

K, = (353)%2 > K, = 125

B + KK,
J

B =1- 2(0.456)(3.53) = 1 + 12.5K,

2ew, =

K, = 0.178

Ahora



n—p

tr =
Wq
Wy 3.14
=tan™' — =tan™! —————=1.10
p=tan = A 456)(3.53)
314110
T = 314 = U. seg

Luego tenemos tolerancia del 2%:

4

ts(2%) = ew,  (0.456)(3.53)

ts = 2.48 seg

Si tenemos tolerancia de 5 %:

3
0 — —
ts(5%) = - = [0456)(3.53)
ts = 1.86 seg
Ejemplo

Graficar la posicion de los polos y determinar gy w,

G(s) = —n
) =7+ 16
w2 =16 > w, =4
, . 4 4 1

= e d = —_— = -
&n T 2w, 8 2

S24+45+16=0=(s+2)2+12 > (s + gwy)? + wy?

Entonces tenemos los polos en: Im
p=(-2,+V12) HE M

(Lazo cerrado)




Acciones basicas de control

Para cumplir con las caracteristicas o parametros (tp, tr, Mp, ts) en un sistema en lazo
cerrado se adicionan al sistema o planta controladores, los mas utilizados son:

a) Control proporcional: Kp

e(t) uit)

Kp —® Sistema -
R[S} C[S}

Basicamente Kp es un amplificador de ganancia ajustable
e(t) = Seiial de error

e(t) =7r(t) —c(®)

u(t) = Kpe(t)

_U®
PTE®

b) Control integral:

E(s) [Ky]| Uls

u(t) = Salida a controlar

u(t) = Klfe(t)dt

U(s) = %(s)



U(s) Ky

E(s) s

c) Control proporcional integral: PI
Kp
u(t) = Kpe(t) +ﬂf e(t)dt

U(s) = KpE KpE
(5) = KpE(s) + 7= E(5)

U(S)_K Kp

Es) PTTis

d) Control proporcional derivativo: PD

de(t)
u(t) = Kpe(t) + KpTdW

U(s) = KpE(s) + KpTdSE(s)

U(s)

e) Control proporcional integral derivativo: PID

u(®) = Kpe(®) + 52 [ et + Kpra L

U(s) = KpE(s) + I;,—?@ + KpTd.sE(s)

U(S)—K +Kp+1< Tds = Kp(1 + ! +Td
E(sy (P ¥yt KpTds = Kp(l+ 70+ Tds)
Esly| 1 2
Ris) = g » Tis

e Td.2

U(s)

Sistema

o
Cis



FID

eft) uft)
Controlador ——w Sistema
I:I:tr

Cit)
Cit)
|
|
1t ﬂl [
! : : Tolerancia
o ! 0.8}
o i
: ! I Disminuye la
[ : velocidad de la
: : | onda original
L : ¢ t
0 tr tp ts

- Sila subida es lenta se aplica un PD

Estabilidad del sistema

1. Un sistema es estable si los polos del sistema en lazo cerrado estan en el
semiplano izquierdo

2. Es inestable si por lo menos un polo aparece en el semiplano derecho.

3. Es criticamente estable si los polos estan en el semiplano izquierdo y por lo menos
un polo esta en el eje imaginario.

4. Los ceros no intervienen en la inestabilidad.

Im Im Im
0 o o
-+ 4 +
o + +
Re * & Re Re
o
-+
Yo o + 0
o
Estable Critico Inestable

Error en estado estable



=5) ) Gls)
R(s Cls)
E(s) =R(s) —C(s)
C(s)  G(s)
R(s) 1+G(s)
EG) _,_C6) _ G(s)
R(s) ~ R(s) ~ 1+G()
E(s) _ 1
R(s) 1+G(s)
_ R
E®) =176

ess: Error en estado estacionario

ess = Jim e(0) = i 555

_ 1 s.R(s)
s = 01+ G(s)

Si la entrada r(t) = u(t) Escalén unitario

1
R(s) =-
S
J— 1' 1
s = 01+ G(s)

Respuesta en frecuencia

G(s)

—— | Sistema —
rit) yit)

r(t) = Rsen(w,t)

y(t) = Ysen(w,t + 0)



Y(s) = G(s)R(s)
Y(jw) =G(w)R(jw)

G(jw)

Gl = T G G HG®)

G(s)

Ris

Yis)

His)

1G(w)l

GleGo) = T GGy HGo)]

(magnitud)

A Gle(jw) =/G(jw) —/1 + G(jw)H(jw) (Fase)

Diagrama de Bode
Las respuestas en frecuencia del sistema en lazo abierto de la magnitud y la fase.

Magnitud = 20log|G(jw)]|



db

Cruce de ganancia

k- -----= ——__
Mg: Margen de

W2

Cruce de fase

g0k __Y =

Estabilidad: Mg por debajo de la linea de 0 dB y Mp por encima de la linea de -180°
Ejemplo

Un sistema tiene funcion de transferencia en lazo abierto:

K
G(s) = SGTtstd)
a) Hallar el valor de K para que Mp = 50°
Para w = w,
6(ja) = ———
joi[~—wi? + jw; + 4]
Tenemos que:
ey - 0 =/AL) - /B(5) »

Entonces: 4- wis2



[GUw) = —jwy —f4— w,? +joy

. w
f6Uw1) _ _ggo _ pgn-1 1 ~ = —130° > —180° + 50°
4 — wq
w1
tan-1 = 40°
an 4 —w?
tan40° = ——1 _ — 0.839
an - 4‘ - (1)12 - '

w; = 0.839(4) — 0.839(w,?)
wy = 149 rad/seg

w=w; =149 - |G(jw)| = 1; 0 dB, equivalencia de Mp en Mg

K
G(j = =1
600Dl = Faa9y =222 (149 + 3]
K
1= - K = 3.46
1.49,/(4 — 2.22)% + 1.492
b) Hallar el Mg
/G(jewz) = —180° = —90° — mn‘14 _w;:
o p— wz J—
tan(90°) = = o0
(1)2 - 2
3.46
1G(j2)| = = 0.865 — 20log(0.865)

2,/(4 —22)2 + 22
|G(j2)| = —1.26 dB
Senales y sistemas Discretos

Una sefial discreta es una senal continua muestreada a una tasa uniforme.



At
Y Continua K(u)

\\_,/_\R_/_

il

Discreta

T: Periodo de muestreo
Sefal periddica

®(n)

N=8
X(n)=X(n+N)
N: Periodo
Q: Frecuencia fundamental

2m 2mp
= — =

Q N Q—T;pyq = Z (Enteros)

Energia Total

[oe]

E= Z x2(n)

n=-—oo



Potencia Promedio

N

P = lim — z 2
Ty 2, 5

n=-N

Sefal periddica

N-1
=13
== ) xm

n=0

Operaciones

y(n) = cx(n), Escalonamiento en magnitud
y(n) = X;(n) + X,(n), Suma

y(n) = X;(n) * X,(n), Multiplicacion

y(n) = X(Kn), Escalamiento en tiempo

Ejemplo
®(n)
prd
1]
4 i EaL
Corrimiento
y(n) = x(n + a) - Izquierda
y(n) = X(n — a) - Derecha
X(2n)
prd
2N




Conclusién: Los numeros solo pueden ser enteros por tanto se pierde (-3,-1,1,3) ya que lo
se hace es dividir en la mitad.

Ejemplo
Hallar y(n) = X(2n + 3)

®(n)

-1

Nota: Primero se corre y luego se escala

K(n+3) Xi2n+3)

.1 1

-2
* * n r; :3 10 f

| -1

Sefiales fundamentales

a) Impulso unitario: Es(n)

hin)




00)=1

0 (n) =0,si + 0; 0 : Delta Kronecter

il

b) Escaldn unitario: u(n)

30 3
un)=1,n=0
u(n)=0,n<0
¢) Rampa unitaria
riu}
L1l | l :

rn)=n,n=0
r(n)=0,n<0

d) Potencial: X(n) = a™
e) Exponencial: X(n) = e™%"
f) Senoidal: X(n) = Asen(Qn + 9)

Ejemplo
X,(n) = sen(5mn)

X,(n) = V3 cos(5mn)

Hallar y(n) = X; (n) + X, (n)
Siy(n) = Asen(Qn + ©). (1)

y(n) = sen(5mn) + V3 cos(5mn)



De 1

y(n) = A[sen(Qn)cos® + sen® cos(57n)]

y(n) = Acos@sen(Qn) + Asen@cos(Qn)

Q=57

y(n) = Acos@sen(5mn) + Asen@cos(5mn)

Por comparacion

Acos® = 1; Asen® = V3 ; Dividiendo tan® =3 - ¢ = /3

Elevando al cuadrado

A%cos?p =1
A?%sen?p =3
Entonces:

A2=4-54=2
3
y(n) = 2sen <5nn + ;)

Representaciéon de una senal discreta

X(n) = Z X(k) O (n—k)

n=—oco

Ejemplo

X(n)

S - - n

4 0

[I:F

X)) =X(=2) 0 (m+2)+X(0) 0 () +X(1) O (n—1) + X(4) 0 (n — 4)



Sistema discreto LTI

—— Sistema ———
din) h(n)
h(n): Respuesta al impulso unitario
— Sistema ——
X(n) Y(n)
y(n) = X(n) * h(n) » Convoluciéon
ym = > Xmh(n—k)
n=—oo
ym = D X(n=h()
n=-—oo
Ejemplo
hin}
3
X(n)
2
0.59 | |
1
N LI n [ N -
ol 1 23 ol 1 2 3 4
Hallar y(n)
Solucién

oo 2
y() = X() +h() = Y X(h(n =) = ) X(Oh(n k)
k=0

k=—0o0

yn) =X(0)h(n) + X(Dh(n — 1) + X(2)h(n — 2)

n



3 | 3~
2 b4 2 -1+
1L T | I
. : . o
0l 1 2 3 4 5 0l 1 2 3 45 8

y(n) = 0.5[h(n) + h(n — 1) + h(n — 2)

y) =150 +250 (-1 +30(m-2)+150(n—3)+050 (n—4)

yin)

[=1 -

P == tn

Lh =
[ O ——
o

(S0 )
(=]

Sistema Causal

La salida solo depende de las entradas pasadas y presentes
h(k) =0 parak <0

Sistema Estable

La respuesta al impulso debe ser acotada

Ejemplo
1. Determinar si la sefial es periodica

a). x(n) = 4cos(mn)



Q Q 21 Q 2mp 1
= e d = — = — = =
n N’ q p »q
_27'[_27'[_2
_Q_ =

b). x(n) = 4cos(3n)

2mp
Q=3 :T # p y q no son enteros

No es periddica
2. Determinar las propiedades de los sistemas

a.ym)+2y(n—-1)=x(n+1)

Ecuacion de coeficientes constantes: es lineal, invariante en el tiempo y no causal.

b). y(n+ 1)4y(n) =3x(n+1) —x(n—1)
Es un LTI causal.

3. Encontrar el valor y(n) de:

a). y(n) + 0.5y(n — 1) = 2x(n— 1); x(n) = 0 (); y(-1) =0
y(n) = —0.5y(n — 1) + 2x(n — 1)

y(0) = —0.5y(—=1) + 2x(-1) = 0

y(1) = —0.5y(0) + 2x(0) = 2

y(2) = -0.5y(1) + 2x(1) = -1

4. Encontrar la respuesta al impulso: h(n)
a).ym)+02y(n—1)=x(n) —x(n—1)

y(n)=-02y(n—1)+x(n) —x(n—1)

——p  Sistema |—— |:'|> —
X(n) Y(n) o)

Sistema




h(n) = —02y(n—1+ O () — O (n—1)

h(0) = —0.2h(-1) + 0 0) - 0 (—1) = 1;el h(n) » Siempres e considera despues de 0

h(1) = —0.2h(0) + 0 (1) — 0 (0) = —1.2

h(2) = —0.2h(1) + 0 (2) — 0 (1) = 0.24

h(3) = —0.2h(2) = —0.048

h(n) = (-0.2)" 1 (-1.2) paran > 1,h(n) =1,n =0

5. Realizar las convoluciones

a).
Xin)
nj hin)
g 4
8 3
4 2
2 1
1% I
o1 z3 " o[ 12z 3 & "

3
y(n) = x(n) + h(n) = Y x(Oh(n ~ k)

k=0

y(n) = x(0)h(n) + x()h(n — 1) + x(2)h(n — 2) + x(3)h(n — 3)

n 0 1 2 3 4 5 6 X(n)
h(n) 0 1 2 3 4 - - 1
h(n-1) | O 0 1 2 3 4 - 4
h(n2) | O 0 0 1 2 3 4 8
h(n-3) | O 0 0 0 1 2 3 2
y(n) 0 1 6 19 34 44 38 -




vin)

44 ]
38 ;
34 1
19 ;
| [
&
1 r .
ol 1 2 3 4 587
b). x(n) = u(n) —un —4)
h(n) = 0.5"u(n)
hin-k)
hik)
x(K) N '1
14
0.5 0.5
0.25 1 [ 0.25
0.125 0125
H k T k - T
0l 1234 ol 1 2 3 4 n

Para0<n<4

n n n
y(n) = Z 0.5" 7k = Z 0.5" « 2k = 0.5™ Z 2k
k=0 k=0 k=0

Sak=a®+ @+ + - +at =5
A+ + - +a* =as

1—a*""l=s—-as



-1+ an+1

a—1
n
1
sz=%2_1+2n+l

k=0
y(n) = 0.5%[—1 + 2"*1] = —0.5™ 4 0.5™ % 2n+1
y(n) = —0.5"+2

Paran >4

4 4 4
y(n) = Z 0.5" 7% = Z 0.5" % 2k = 0.5 Z 2k
k=0 k=0 k=0

y(n) = 31(0.5)"

Transformada Z

o)

Z[X(n)] = Z *(n)Z"

n=0

[oe]

Z[X(k)] = Z x(k)Z~k

k=0
ZIX()] =X(2) =X(0)+X(DZ 1 +X(2)Z7% + -
Funciones elementales

a) Escaldn unitario

2] = X(2) = ) u(k)Z™ = 1427 +272 + -
k=0

2[u0)] = ——

Matlab:
syms k z

symsum(z”"-k,k,0,inf)



b) Rampa unitaria

Xk)=k

X(2) = Z k.zF=2z14222+3z"3+
k=0

-1

VA
2 =a—y
c) Potencial
X(k) = a*

[00]
Z[a¥] = Z akzk=14+az"'+a?z72+a%z73 + -
k=0

1

zla*] = 1—az 1

d) Exponencial

X(k) = e™9k

(o0
Z[e~ %] = z e zk =1 fe 0zl 20,72 4 o323 4 ...

k=0

1

Zle™*] = 1—e 9z71

e) Senoidales

X(k) = sen(Qk)

oIk _ p—jk
Z[sen(Qk)] = 2]
z tsen(Q)
Zlsen(@)] = 1—2z"1cos(Q) +z72
_ -1
Z[cos(Qk)] = 1—z""cos(Q)

" 1-2z"1cos(Q) +z2



La aplicacion de los visto lo podemos ver en MATLAB de la siguiente forma:

1. Realizar el diagrama de bode de:

a).
20(s+1)
G(s) = ;1 biert
(s s(s+5)(s2+ 2s+ 10) azo apterto
% 1. : Realizar el diagrama de Bode

num=[20 20]; %Coeficientes del numerador de la funcidén de transferencia
den=[1 7 20 50 0]; %Coeficientes del denominador de la funcidén de
transferencia

gs=tf (num,den) %Comando para generar la funcidén de transferencia del
sistema

bode (gs) %Comando para generar el diagrama de bode del sistema

grid %grilla de la grafica

P
“E4-FFF=

O de otra forma:

%0 de otra forma

nl=[20 20]; %Coeficientes del numerador de la primera parte de la funcidn
de transferencia



dl=[1 5 0]; %Coeficientes del denominador de la primera parte de
funcién de transferencia

gsl=tf(nl,dl) %Comando para generar la primera parte de la funcidn
transferencia del sistema

n2=1; %Coeficientes del numerador de la primera parte de la funcidn
transferencia

d2=[1 2 10]; %Coeficientes del denominador de la primera parte de
funcién de transferencia

gs2=tf(n2,d2) %Comando para generar la primera parte de la funcidn
transferencia del sistema

la

de

de

la

de

gs=gsl*gs2 %Multiplicacidén de las dos funciones de transferencia ya que

se encontrarian en serie
bode (gs, 'r') %$Comando para generar el diagrama de bode del sistema
grid %$grilla de la grafica

Si remplazamos bode por margin

$Remplazando bode por margin

nl=[20 20]; %Coeficientes del numerador de la primera parte de la funcidn

de transferencia

dl=[1 5 0]; %Coeficientes del denominador de la primera parte de
funcién de transferencia

gsl=tf(nl,dl) %Comando para generar la primera parte de la funcidn
transferencia del sistema

n2=1; %Coeficientes del numerador de la primera parte de la funcidn
transferencia

d2=[1 2 10]; %Coeficientes del denominador de la primera parte de
funcién de transferencia

gs2=tf(n2,d2) %Comando para generar la primera parte de la funcidn
transferencia del sistema

la

de

de

la

de



gs=gsl*gs2 %Multiplicacién de las dos funciones de transferencia ya que
se encontrarian en serie

margin(gs, 'g') %$Comando para generar el diagrama de bode del sistema

grid %grilla de la grafica

{[Fin Edw Vaow oot Tzab Dusbiee Windew Ml -
Hdde RS 583 0 4- 2 08B /aD

Baiw Cagras
e 9505 U 401 ORRCH. P« 108 840 (0T 0 407 radne|
satil H HEE

Vemos que este nos arroja el valor de la ganancia en decibeles y el angulo en grados del
sistema.
Si queremos o necesitamos guardar los datos, hacemos:

$Si necesitamos guardar los datos para alguna aplicacidén

nl=[20 20]; %Coeficientes del numerador de la primera parte de la funcidn
de transferencia

dl=[1 5 0]; %Coeficientes del denominador de la primera parte de la
funcién de transferencia

gsl=tf(nl,dl) %Comando para generar la primera parte de la funcidén de
transferencia del sistema

n2=1; %Coeficientes del numerador de la primera parte de la funcidédn de
transferencia

d2=[1 2 10]; %Coeficientes del denominador de la primera parte de la
funcién de transferencia

gs2=tf(n2,d2) %Comando para generar la primera parte de la funcidén de
transferencia del sistema

gs=gsl*gs2 %Multiplicacidén de las dos funciones de transferencia ya que
se encontrarian en serie

[mg,mp, wcg,wcpl=margin(gs) %Comando para guardar los datos en variables

Matlab nos arroja:

Transfer function:



sM2+5s

sM2+2s+10

Transfer function:
20s+ 20

sM+7s"3+20s"2+50s

mg = 3.1369
mp = 103.6573
wcg = 4.0132

wep = 0.4426

GRAFICA DE SENALES DISCRETAS

2. Graficar
a).
0, sin<?2
X(n)=42n—-4, si2<n<4
4—n, sin=>4
% 2.: Graficas de sefales discretas

za) .

nl=-6:1; %$Vector primera condicién

xl=zeros (l,length(nl)); %Coloca en cero todos los puntos de nl o sea
desde -6 hasta 1

n2=2:3; %Vector segunda condicidn

x2=2*n2-4; %Realiza las operaciones descritas en la funcidén de ese tramo
n3=4:8; %Vector tercera condicién



x3=4-n3; %Realiza las operaciones descritas en la funcién de ese tramo
n=[nl n2 n3]; %Vector de valores que puede tomar n

x=[x1l x2 x3]; S%vector de la evaluacidén de las funcidén en cada punto de n
dado

stem(n, x) %Grafica de forma discreta la funcidn

axis([-2 10 -5 3]) %limites de los ejes de la grafica

grid %grilla de la grafica

b). X(n) = 4cos(nn)

%$b) .

n=0:10; %vector de posicidén en el eje x

x=4*cos (pi*n); %funcidédn dada

stem(n,x, 'm') %$Grafica de forma discreta la funcidn
axis([-2 12 -5 5]) %limites de los ejes de la grafica
grid %$grilla de la grafica

La grafica obtenida es:




%$Para incrementar el numero de ciclos mostrados en la grafica y la

magnitud

%del angulo

n=0:50; %vector de posicidén en el eje x

x=4*cos (0.1*pi*n); %funcidn dada

stem(n,x, 'g')%Grafica de forma discreta la funcidn
axis([-2 12 -5 5]) %limites de los ejes de la grafica
grid %grilla de la grafica

La grafica obtenida es:

C). %0 si queremos ver por completo la forma de una funcién seno tenemos
n=0:50; %vector de posicidén en el eje x

x=2*sin(0.3*n); %funcidédn dada

stem(n,x, 'c') %Grafica de forma discreta la funcidn

axis([-2 52 -3 3]) %limites de los ejes de la grafica

grid %grilla de la grafica




3. Hallar la Convolucién:

X(n)
sl — - - h(n)

4 - —=— — = -4
4r 3 _____

2L .
5 1
11 1"W

n n
0 1 2 3 0 1 2 3 4
% 3.: Hallar la Convolucidn

xn=[1 4 8 2]; %Vector de la funcidn Xn
hn=[0 1 2 3 4]; %Vector de la funcidédn hn
yn=conv (xn, hn) %$Comando para hallar la Convolucidén de las 2 funciones

MATLAB nos arroja:
yn=0 1 6 19 34 44 38 8

4. Encontrar los valores de Y(n)

h{n}
X(n) :
2__
05¢--4-- 1k -- __1
- n - > * H n
0 1 2 3 o 3 4
% 4.: Encontrar los valores de y(n)

n=-1:10; %vector n o valores tomados en el eje x
l=length(n) %Longitud de n
xn=zeros(l,1); %Coloca en cero todas las posiciones del vector n
xn (2)=1; %Coloca en uno la posicidén 2 del vector
yn(1l)=0; %Coloca el valor en cada posicidén
for i=2:1 %Ciclo para encontrar los valor de Y (n)
yn(i)=-0.5*yn (1i-1)+2*xn (i-1) ;
end



stem(n,yn, 'g') %$Grafica discretamente la funcién
axis([-2 11 -2 3]) %limites de los ejes de la grafica
grid %grilla de la grafica
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Propiedades y Teoremas
a) Multiplicacion por una constante
ZlaX (k)] = aZ[X (k)]
b) Linealidad

Si X(k) = af (k) + bg(k)
ZIX(k)] = X(z) = aF(z) + bG(2)

c) Multiplicacion por a*

Siy(k) = a*X (k)

Zly(K)] = Z[a*X(K)] = ) a*X(k)z™* = ) X(k)(a '2)* =X(a"'2)

Z[X (k) = X(2)]



d) Teorema de translacion (e %)

y(k) = e~ %X (k)

o]

Zly(k)] = Z[e~**X (k)] = e %X (k)z7F = X(k)(e%2)™* = X(e%2)
2 2

k=0

e) Teorema de corrimiento

ZIX(k—n)] =Z""X(2)
n-1
X(2) - Z X(k)z_k] =z"X(z) — z"X(0) —z""1X(1) — - —zX(n— 1)

k=0

Z[X(k —n)] = z"

f) Teorema del valor inicial
X(0) = lim X(2)
Z—00
g) Teorema del valor final

X(e0) =1lim(1 - z7H)X(z)
X(o0) = lim(z — 1)X(2)

Ejemplo
a). X(k) = 4u(k — 3)

u(k) = Escalon unitario

Z[u()] = -

ZIX (0l = 1—z1 73— 72

b). y(k) =5%2;X(k) =5% - y(k) = X(k — 2)

1 1
- Z[5*] =

zla*] = - 1-—5z"1

1—az1
-2

Z[y(k)] = 15,1



c). Determinar el valor inicial de:

(1—e>)zt _ 3
X(2) = A—zD0-e%z D)’ X(k)=0 = X(0)

X(0) :ZlLrgX(z) =0

d). Hallar X(z) de:

ik}

1 1
y(k) =§k—§(k—3)

-1 -4

V4

2l =30 =12 “30 =712

Transformada Inversa Z

-1

X(2) = x(k)

a) Método de division directa

ZIX(K)] = X(2) = Z X(k)z™*
k=0

ZIX]=XO0)+ XDzt + X(2)z7?



Ejemplo

Solucién

5271 4+ 10z72

T 1 01622 ; Dividiendo

X(2) =7
X(z2) =527 4+ 15272 +14.2273 + -

X(0) = 0;X(1) = 5, X(2) = 15;X(3) = 14.2..
X(k)=1[0 5 15 14.2..]

b) Fracciones parciales

Ejemplo

z+ 0.8 o c
X(2) = = L4 2

(z—05)(z+02) z—-05 z+4+0.2
X(2) = 1.85 0.85
=705 7402
1.85z71 0.85z71

X(z) =

1—-05z"1 1+0.2z1
X(k) = 1.85(0.5)*"1 — 0.85(—0.2)k"1
Ejemplo

(z-—1)(z+0.8)
(z—0.5)(z+0.2)

X(2) =

Nota: Cuando numerador > denominador, lo mejor es dividir por z la ecuacion.

X(z) (-1D(z+08) ¢ Co N C3
z 2(z—05)(z+02) z z—05 z40.2
X(z) 8 1.85 5.14 1.85.z 5.14.z
=— - X(z)=8-

z z z—05 z+0.2 z—05 z+02

1.85 5.14
1—-05z"1 1+4+02z71

X(z) =8-—



X(k) = 8 0 (k) — 1.85(0.5)F — 5.14(—0.2)k
Ecuaciones en Diferencia
Ejemplo

Xk+2)+5X(k+1)+6X(k)=0; X(0)=0; X(1) =1
1 2 3

Sacar transformada Z

z2X(z) — z2X(0) — zX(1) + 5[zX(z) — zX(0)+ 6X(z) =0
1 2 3

2?X(2) —z+52zX(2) +6X(2) = 0

2 = =
x(2)[z°+5z+ 6] =z - X(2) RS

_ z _z z 1 1
T (z+2)(z+3) z+2 z+3 1+42z1 1+43z71

X(2)

X(k) = (=2)* = (=3)"

Ejemplo

Resolver la ecuacion en diferencias:
X(k+2)+05X(k+1)+0.2X(k) = u(k + 1) + 0.3u(k)
Condiciones

X(k)=0k<0;uk)=0,k<0

u(0) =1.5,u(1) =05,u(2) =-0.5,u(k) =0,k =3,4,5, ...
Sacando transformada Z

22X (z) — z2X(0) — zX(1) + 0.5[zX(z) — zX(0)] + 0.2 X(2) = zu(z) — zu(0) + 0.3u(2)
Para k = —1: X(1) + 0.5X(0) + 0.2X(—1) = u(0) + 0.3u(—1)
X(1) =u(0) =15

z2X(z) — 1.5z + 0.5zX(2) + 0.2X(2) = Zu(z) — 1.5z + 0.3u(2)

X(2)[z2 4+ 0.5z + 0.2] = u(z)[z + 0.3]



z+ 0.3

X -
)= o5, 102

(2)

o)

u(z) = Z u()z™* =u(0) +u()z ' +u)z 2 +u@)z73 + -
k=0

u(z) =1.5+0.5z271 - 0.5z72

(z+0.3)(1.5+ 0.5z271 — 0.5272)

Xz) = 22+ 052 + 0.2
(z+0.3)(1.5z% + 0.5z — 0.5)
X(2) = 2(,2
z%(z*+ 0.5z + 0.2)
Matlab

num=[1.50.95 0.65 0.15]
den=[10.50.200]
[r,p,k]=residue(num,den)
r=0.0625 + 0.6995i
0.0625 - 0.6995i
1.3750
0.7500
p =-0.2500 + 0.3708i
-0.2500 - 0.3708i
0

0



Problemas Propuestos

1. Encontrar la funcién de transferencia del sistema en lazo cerrado:

Ris)
(=) . T s p C(E)
5+1

2. Obtenga una representacion en el espacio de estados de:

5+1
— —»

1
5+2 =2

i

3. Un sistema esta descrito mediante la ecuacion diferencial, y'"' + 3y"” + 2y’ = u
obtener la representacion en el espacio de estados.
4. Un sistema esta discreto mediante los espacios de estado:

xll _ —4 - 1 xl 1
[xz'] = 3 - 1] [xz] + [1]“
X
y=0 o]
Obtenga la funcion de transferencia del sistema; tener en cuenta que

G(s)=C(SI-A)"'B+D

5. Obtenga la representacion en el espacio de estados del sistema mecanico. u; y u,
son las entradas y y; y y, las salidas:

Sugerencia:

X1 =M1 X3 =Y2
—_ ! — r
X2 =01 X4 = Y2



7. Para el sistema de nivel de liquido, realice el diagrama en bloque y encuentre la
funcion de transferencia.

Q+qd

—»Q+q2




8. Larespuesta al escalon unitario del sistema se da en la figura. Hallar los valores
deKyT

Cit)

Ris) - K Cis}.'

I

I

I
_ﬂ_-

I

I

|

I

|

|

I

|

l

I

3

0

9. El diagrama es un sistema de control de posicion, si la constante de tiempo del

. . . K_2rad?
controladores T = 3 sg y la razon entre el par y la inercia es T st Encuentre el
valor del factor de amortiguamiento.

Ris) 1 Cis)
BT .5+ | —» — -
-

10. Para el sistema determine el valor de k de modo que el factor de amortiguamiento
g = 0.5, obtenga tr, tp, Mp y ts

16

Ris} s+0.8 5 Cis)

11. Obtenga la repuesta al impulso unitario y el escalén unitario de un sistema
realimentado unitariamente cuya funcion de transferencia en lazo abierto es:

2s+1

6(s)=—5




12. Determine los valores k y k tal que el sistema tenga un factor de amortiguamiento

. . rad
g = 0.7 y una frecuencia natural no amortiguada w,, = 4@'

Ris) = s Cis)

13. Hallar el error en estado estacionario de la funcién de transferencia en lazo
cerrado dada, con una entrada rampa unitaria.
C(s) K
R(s) Js2+Bs+K

14. Considere el sistema con realimentacion unitaria, que posee la funcion de
transferencia en lazo abierto.

G(s) = 10
S T s+1

Obtener la salida en estado estable, si la entrada es:
a). r(t) = sen(t + 309
b). r(t) = 2cos(2t — 459)

15. Para el siguiente sistema.

10
s2+10s + 100

G(s) =

a). Encontrar €, w,, , graficar los polos.
b). Hallar la respuesta del estado estacionario a la entrada x(t) = cos(10t) u(t)

16. Obtener la repuesta de un sistema cuya funcién de transferencia en lazo abierto es

2s+1

G(s) = 2

a). Si la entrada es el impulso unitario



b). Si la entrada es el paso unitario

17. Considere un sistema de control con realimentacion unitaria cuya funcién de
transferencia en lazo cerrado es:

C(s)  Ks+b
R(s) s?+as+b

Determinar:
a). La funcién de transferencia en lazo abierto
b). El error de estado estacionario al paso unitario

18. Un sistema de control de realimentacion unitaria tiene una funcion de transferencia
en lazo abierto:

as +1

G(s) = -2

Determinar el valor de (a) para que el margen de fase sea de 45°

19. Un sistema de control de realimentacion unitaria tiene una funcion de transferencia
en lazo abierto.

K

‘O =T rsta

a). Determinar el valor de la funcidon de transferencia de corte w,para que el margen de
fase sea de 50°

b). El valor de K
c). El margen de ganancia
Transformada Z

1. Determinar la transformada Z de las siguientes funciones por fracciones parciales.
a)

s
Flo) = s(s?+4)



b)

b)

b)

b)

10

F&) =56Trs+2)

Determinar la transformada Z de:

f(kt) = kre=2k®

f(k) = (0.1)* + a5k(0.1)k1

Encuentre la transformada Z inversa de:

10z
Fz) = zZ2 -1
F@@) = z(z —0.2)
z(z+ 1)

F(z) =

z-1D(Ez?-z+1)

Resolver la ecuacién en diferencias

x(k) + 5x(k — 1) + 6x(k — 2) = u(k) Escalon unitario

x(k+2)—01x(k+1)—02x(t) =ulk +1) + ulk)

u(k): Escalon unitario; x(0) =0,x(1) =0



Control Discreto

1. Hallar la salida c(kt), la entrada es un pulso unitario y el periodo de muestreo es
0.1 seg, determine el valor final de c(k7).

i) A e

T

Zoh

hit}

5

p-cit)

L

2455

2. Encontrar c(kt), cuando la entrada es el escalon unitario. Hallar el valor final de

c(kr) ,t=0.1.

) .

T

Zoh

hit)

- cit)

3. Encontrar la funcién de transferencia del sistema C(z)/R(z).

Ciz)

4. Para el sistema de la figura, encontrar los polos y ceros, dibujarlos en el plano Z y
probar su estabilidad; T = 0.5 seg.

Riz)

Zoh

-1

»Ciz)



REPRESENTACION DE FOURIER PARA SENALES

W Sistema LTI —

x(n): Entrada senodal

H(efﬂ): Z h(k)e 7%, Respuesta en frecuencia

k=—0o0
y(n) = H(eMeson

y(t) = H(jw)el**

Tiempo Periodica No periddica
Continuo Serie de Fourier Transformada de
Fourier
. Serie de Fourier Transf. De Fourier
Discreto . .
discreta discreta

a. Senales periddicas en el tiempo discreto (DTFS)

, 1 .
x(n) = Z X(k)elk%on v X(k) = N Z x(n)e Tk
K=(N) K=(N)

X (k) son los coeficientes de la serie de Fourier

Ejemplo
T
x(n) = cos (gn + (Z)) ;x(n) = Acos(Qon + @)

Solucién

0 — T 2T
78" N
Entonces tenemos:

Periodo fundamental N = 16

iCEn+0) —iEn+o)
e’ '8 +e ‘'8 1 . T 1 .. .«
x(n) = : = eI 4 ~el0e o




., T
Six(n) = X(k)e’ (kg)n; Por comparacion
k=(N)
Coeficientes:
1 . 1 .
1NN =_pJ9. = _pJ®
X(-1) 2e ; X(1) 26
1 .
ComoN =16 2X(15) =X(31) = .. = Ee-ﬂf’
1 .
X(17) =X(33) = - = Eeﬂb
Para otro valor de k, X(k) = 0
|X(k)|: Espectro de magnitud
arg[X(k)]: Espectro de fase
|x ()|
12
A 1 T
arglX (k)]
o
L7 . -1 ~ 15
A5 1 17
-0




b. Sefales periddicas en el tiempo continuo: Series de Fourier (SF)

1

x(t) = Z X(k)elkwot 5 X(k) = fo(t)e—jkwot dt

k=—0o0
T = Periodo fundamenteal ; wy = 2n/T

Ejemplo

T
x(t) = 3cos (Et + Z) ; x(t) = Acos(wqy + 0)

o T
x(t) = Z X(k)e]k?t; X(k)son los coeficientes de Fourier

k=—o0
ej(%t+%)+e_j(gt+%) 3 @ i 3 @ s
x(t) =3 5 = 5e J2e772 +§ej4612
Coeficientes:
3 _m 3 =
X(-1) ==e’7; X(1) ==¢’%
2 2
| X ()| arg|X (k)]
3/2 T

c. Senales no periddicas en tiempo discreto (DTFT)

Sefial no periddica:

s

1 o
— jQN ,JjOn
x(n) = o— f nX(e el dQ



Transformada de Fourier:

oo

X(e/) = Z x(n) e/

n=—oo
Ejemplo
n

x(n) = (E) u(n); Funcion exponencial.
Solucion

. - /1 - .
)= 3 (s« S o

n=-—oo n=0

; 1 1 1

X(e}ﬂ) =

1—1/2e 8 T1- 1/2[cos(Q2) — jsen(Q)] - 1— %cos(ﬂ) n %sen(ﬂ)

Espectro de magnitud:

X ()] =

1 1

172
[(1 - %cos(ﬂ))2 + (%sen(ﬂ))z (% - COS(Q))

1/2

Espectro de fase:

1
_ 5 sen(L)
arg[X(e/?)] = —tan™? 2
1-— Ecos(ﬂ)
|x(e)] argx ()]
2
| | 05
15 ! !
| |
[
1 : | 0
I I
05 | | -0.5
' | ! |
| o] :

2T 4?'r 0 AT



Funcién Senc(x)

y = senc(x) = —Se:lt(:x)
x=0 y=1
1
¥ |
|
|
[
|
[
[
[
I
[
|
0
n .
senc(t) = Ef e/ dw ; Tranf.Fourier inversa continua
-7
u ) sen [% (2M + 1)]
Z e—]Qn -
Q
n=—M sen (7)
Ejemplo

Encuentre la transformada de Fourier inversa de:

: 1, 9 <w }
Q) =
X(e ) {O, w<|Q<rm

x(ei)




1 . w
elin ,n#0;

x(n) = 2nnj —w 2nnj

[ejwn _ e—jwn]

1 W
x(n) = —sen(wn), n+0,paran=0,x(0) =—
n T

x(n) = %senc (%)

d. Sefales no periddicas en tiempo continuo: Transformada de Fourier

x(t) = Ef X(jw)el*t dw; Transformada de Fourier inversa

X(jw) = -[ x(t)e /@t dt; Transformada de Fourier
La FT convierte la sefal en el dominio del tiempo en el dominio de la frecuencia.
Ejemplo

x(t) = e %u(t); a> 0 (converge)

e_(a+jw)oo = 1
a+jw 0 a+jw

X(jw) = f e Uy(t)e /@t dt = f e~(@Hjo)t gt — —
—00 0
Forma polar:

. 1 ) w
IX(w)| = m ;arglX(jw)] = —arctan(g)



X (jew)| arg [X(jw)]
x(t)
ol =t il @ 0
Ejemplo
x(t) = Pulso rectangular
Y=V 0, 1tI>T
x(t)
_T T
o . r 1 . T
X(jjw) = f_wx(t) e 1¥tdt = f_Te‘J‘“t dt = 7w e‘f“”_T
X(]a)) = —ie_jwt + ie}wt = i [e]wt — e_jwt]
W jw jw

X(jw) = %sen(wT)

Para w = 0 - X(jw) = [ dt = 2T
También se puede hacer, aplicando la regla del L’Hopital:

Sif©) = g(&) = 0 lim? % =y L)

xocg(x)  xeg'(x)

o2 . 2Tcos(wt)
lim —sen (wT) = lim ————= = 2T
w—0 W w-0



X(jw) = 2Tsenc (a)T)

T

X(jw)

-\~
\/ "

PROPIEDADES DE LAS REPRESENTACIONES DE FOURIER

a) Linealidad
e Peritddicas en el tiempo discreto:
DTFS
Z(n) = ax(n) + by(n) < Z(k) = aX(k) + by(k)
, 1 '
x(n) = Z X (k)elkon ﬁx(k) =5 Z x(n)e~Tk0on
ke=(N) k=)

e Periddicas en el tiempo continuo:
FS
Z(t) = ax(t) + by(t) & Z(k) = aX (k) + by(k)

1

x(t) = Z X (k)elkwot Fst(k) = Tf x(t) e~Jkwot gy

k=—o

e No periédicas en tiempo discreto:

Z(n) = ax(n) + by(n) ?T—FT> Z(em) = aX(em) + by(e/h)

1 (" . . DTFT . .
x(n) = Ef X(e/)e/Mn <—>X(em) = Z x(n)e /o
=TT

n=-—oo



e No periédicas en tiempo continuo

2(6) = ax(t) + by(t) < Z(jw) = aX(jw) + bY (jw)

o]

x(t) = %f X(jw)el®t dw IZX(]'a)) = foox(t)e—jwt dt

Ejemplo
Sefial periddica continua:

Z(t)

0 1/8 1
x(t) 1/4

i
— — — — -
s — — — =

18 0 /8
yit)

hf— — —

[
|
|
-1 114 0 1/4

2 1
2(8) = () +5¥(0; ¥(©) = X y(©) > Y ()

/2 ; 21
x(k) = _.[ x(t)e_]kwot dt;T =1, wg =— =121
T T/2 T

1 (/8 . 1 . 1/8
— 1. —jk2mt I —jk2mt
x(k) 1[_1/8 et = — e
_ L -Gt jkot :i ToN. :1
XO) = -7 et — ekt —sen CHROES



1 fkm _geos(F) 1
Yl = sen (7) Y(0) = lim &—>== =2
2(k) = 3 (kn)_l_ 1 (kn)_zo _3<1>+1<1)_5
(k) = zse\ o) Yot (5 2@ =35(3) +23) =5
b) Simetria

Para una sefial x(t) real, esto es, x(t)=x*(t) la parte real de la representacion de Fourier
tiene simetria par y por la parte imaginaria simetria impar.

Ejemplo: Periddicos en el tiempo continuo.
FS: X = (k), Re[X(k)] = Re[X(—k)]
Im[X(k)] = — Im[X(=k)]

Para una sefal x(t) puramente imaginaria x(t)= -x*(t) la parte real de Fourier tiene simetria
impar y la parte imaginaria tiene simetria par.

Ejemplo: No periédica en el tiempo continuo
FT:X * (jw) = —X(jw), Re[X(jw)] = —Re[X(—jw)]

Im[X(jw)] = Im[X(—jw)]

¢) Corrimiento en el tiempo
FS .
x(t —ty) © e Tkwotox (k)
DTFS .
x(n —ngy) «— e Tk x ()
FT . .
x(t —ty) « e 79X (jw)

DFFT .
x(n —ngy) «—— e X(jQ)
Ejemplo

z(t) =x(t—-T)



T 0 T
2G) = eI Gw) X(jw) = o)
Z(jw) = e JOT « 2sen(wT)

w

d) Corrimiento en frecuencia

. FS
elko@olx(t) & X (k — k)
. DTFS
elkoony(n) — X (k — ko)
. FT
e/ x(t) < X(j(w = 7))

. DTFT
e/Mx(n) «— X[ Q-7)
Ejemplo

Determinar la FT del pulso Senoidal complejo

j10t <
Z(t)={e ,Itl_n}
0, enotro caso

Sea x(t) =1, |t| < m pulso rectangular
2
X(jw) = Zsen(a)n)

Aplicando corrimiento en frecuencia:

z(t)

2T



Z(jw) = X(j(w — 10)) = —0

e) Escalonamiento
e No periddica continua: FT

z(t) =x(at) 2 Z(jw) = iX ]

- 1 sen((w — 10)m)

|al
Ejemplo
x(t) Es el periodo rectangular,y(t) = x (% t)
x®)=1[t]|<1; y@)=1, [t]|<2
t
X ?f I—
T=1
t t
10 1 2 0 2

1 W
X(jw) =—sen(w) » Y(jw) = TX <]T> x(0) =2

2 2
Y(jw) =2X(2w) =2 * 2—sen(2w) = Zsen(Zw)

Yjw)
4




e Senal periddica continua: FS
z(t) = x(at) » Z(k) = X(k)

Los coeficientes de x(t) y x(at) son idénticas, cambia el espaciamiento arménico de w, a
awy.

f) Diferenciacion e integracion
e Diferenciacion en el tiempo:

a. Sefial no periddica x(t): FT

[o0]

x(t) = % f X(jw)eodt

dx 1 (® .
Z=— | xX(iw)iwel®
It an_oo (jw)jwel® dt

d FT (i

Zx(0) = joX (o)
Ejemplo

FT jw

= —at
dt(e )Ha+jw

b. Senal periddica continua x(t): FS

x(©) = z X (k) ekwot

K=—o0

dx N : jkwot
—== Z X (k)jkag ekwo

k=—o0
d FS
&x(t) o jkwyX (k)
Ejemplo

Hallar la representacion de Fourier FS de una sefal triangular



Ti4 Ti4 3T/4 T -4 0 Tid

2(t) = Zx(t)
ft)

FS para una sefial cuadrada:
Kl
1 1 (% ]
= — —Jjkwot I —Jjkwot
F(k)_Tff(t)e Odt—Tf_Zzl-*e ot dt
4
4 ; T/4
F k [ [P — —jkwot
() [ Tikwo —T/4
F(k) = JjkwoT/4 _ ,—jkwoT/4
() = Fewg 1€ e ]
8 kon 27‘[
F(k) = S Wy = —- T=2 T/a 0| T4

B 4sen(k %)

T T
45cos(k)
F) = — F(0) = lim—2—— 27 — 2

1
k—0 T

z(t)=f(@t)—2 - Z(k) = F(k) — 6(k), Z(0)=2-2=0

4sen (k %)

, k#0 (sik+0- 6(k)=0
km

0, k=0

Z(k) =

d FS
z(t) = %x(t) o jkwoX(k) = Z(k)



4sen(k %)

Parak #0 - X(k) = ——=
jkmw,

T T 21

k=0-x(0)==-X(0)=—; (T =—)

2 Wy Wy

e Diferenciacion en frecuencia: FT

X(jjw) = foox(t)e‘f“’t dt

d *® )
%X(ja)) = f_w—jt * x(t)e 19t dt

it % x(0) FT d X(jw)
Jjt * x o (jw
e Integracién

Se aplica solo a variables continuas.
t frl _
j x(t) dt <—~j—wX(]a)) + X (o) (w)
Ejemplo
y i . t FT
Escalon unitario: u(t) = [__§(t) dr; 8(t) <1
FT 1
u(t) «U(jw) = ]_a) + 16 (w)

g) Convolucion y modulacion
e Convolucion no periddica tiempo continuo: FT

x(©)y h(£); y(6) = h(t) * x(0) = f h(@)x(t = 1) de
Y(w) =X({w)H(jw)

YO =o- [ XG0 do



Ejemplo

sen(mt) sen(2mt)

x(©) =22 RO =

t

y(@) = x(t) * h(t)

FT( 1, lw|<m }_ )
x(t) < {0, en otro casoy X( )

1, |w| <2m

FT
h(t) «
©) {O, en otro caso

}zH(ja))

() = x(t) * h(t) Y (jw) = X(w)H(jw)

Y(ja)):{ 1, |lw|<m }

0, enotro caso

e Modulacion

x(t) y z(t) Son sefiales no periddicas y(t) = x(t)z(t), donde:

FT 1
y(@) =x(®)z(t) «Y(jw) = %X(iw) *Z(jw)

La multiplicacion en el dominio del tiempo conduce a la convolucién en el dominio de la

frecuencia.

Ejemplo

Encontrar la Convolucion periddica de la sefal senoidal x(t) = 2 cos(2nt) + sen(4mt) con

la onda cuadrada z(t).

z(t)

1

-1/2

y(@) = x(t) * z(t)

/4 0 114 1/2

Propiedad de la Convolucién: Y (k) = X(k)Z (k)



——, k=-2
o, 2 v can)
0, en otro caso
1 kot 2m
>»<X(k)=?fx(t)ela’0 dt;wozT;T=1—> Wy = 2T

T
1/4 T
1f / | g-jkamt gy — sen(kz)

Z(k) = =
T -1/4 kn
! = sen iz 1
Y (k) ={ o =4l }SOlohayenk =+1;,Z(k) :+(—2):_
0, enotro caso Y[ T
y(t) = z Y(k) ejkwot; Wo = 21T
k=—o0
y(t) = y(_l)e—jznt + Y(l)eﬂ”t — E(ejzm + e—]zm)
1 2
y(t) = — (2 cos(2mt)) = —cos(2mt)
T T
* x(t) = ZX(k)ekwot; Wy = 27
x(t) = Zx(k)ekzm
- ; 1 . 1 .
x(t) = 2 cos(2mt) + sen(4mt) = e/?7t + ¢7J27 4 z_jeymt _ Z_je_Hm

X(1) = LX(=1) = X(2) = le;X(—z) - —zij

Transformada rapida de Fourier — FFT

Para una sefal discreta de entrada x(n), la DFT (Transformada de Fourier Discreta) es:

N-1

N-1
X(k) = Z x(n) e_jZWnkn;x(n) = %Z X (k) ejZWnkn
k=0

n=0



_2m
Si Wy=e’'N

N-1 N-1
1 _
X(k) = Zx(n)WI;\?, x(n) :Nzx(k)w 1]\;7’1
n=0 k=0

X(k) = DFT[x(n)]; x(n) = IDFT [X(k)]
Ejemplo

Hallar la DFT de la sefial periddica discreta de la figura, x(n)

N = 4 (Peri6do)

2T 2T T
Wy =e'N;paraN = 4;Wk Nk S WZ = e J2*

N =e

W) = o0 = cos(§) - soen (5) =0 =
WZ — o3 _ 4

W2 = Waw, = (=) =1

WS = Waw, = (-1D(=) =

W= wiw, = (=1

_ 6 _ ;2. ,,9_ 1,1
N—4—>W4—W4, W4—W4
4-1

X(0) = Zx(n)WOE}") =x(0)+x(D)+x2)+xB)=0+1+2+3=6

n=0



4—-1
X(1) = Z x(n)W1(4n) - x(O)W2 + x(1)w}L + x(z)wfL + x(:),)wfL

n=0

=0 +1(—)+2(-1)+3()=—-2+2j

4—-1
X(2) = ;x(n)WZE}n) - x(O)W2 + x(1)wfL + x(z)wj"L + x(S)WZ
= 0(1) + 1(=1) + 2(1) + 3(=1) = 2
4—-1
X(3) = ;x(n)Wg(:) - x(O)W?L + x(1)WfL + x(Z)WfL + x(3)WZ

=0 +1() +2(-1)+3(—j) =—-2—-2j

Se realizan 4*4 multiplicaciones=N? (Suma de productos) si se tiene una sefial senoidal
de 1000 muestras = el numero de multiplicaciones seria 1000% = 1'000.000 de sumas y
productos.

Una forma de reducir el numero de operaciones es utilizar el algoritmo de la FFT de
Cooley- Tukey es romper la transformada en transformadas mas pequefas y luego
combinarlos para obtener la transformada total.

El algoritmo mas popular es hacer la decimacion en el tiempo, esto es romper la
transformada de N puntos en dos transformadas de N/2 puntos, luego la transformada de
N/2 en dos transformadas de N/4 puntos, continuamos el proceso en potencias de 2 hasta
llegar a transformadas de dos puntos.

N
Pares: x(0),x(2),x(4),...,x(N — 2) - 0l puntos o muestras
N
Impares: x(1),x(3),x(5), ..., x(N — 1) - 7 puntos o muestras

Al aplicarle DFT por separado:

XG0 = 609+ W HGD

Par Impar
X(0) = 6(0) + wH(0), X (ﬁ) = 5(0) + W%G(O)
N 2 2

X(1) = G(1) + W;H(l)



x(0) ___| DTF de G(0) . . X(0)

x(2)___| Ni2 puertos G(1) . X(1)
Pares
G(N/2-1)

(N2) . JK(N/2-1)
¥(1) — | DTF de H{0) _X(Ni2)
%) M/2 puertos H(1) _/ /\ \| _K[NI2+1)

Impares :
HiM2-1 -

x(N-1)—— (W21) JXIN-1)

o N\?  /N\?2 N2 16 X
#multtplzcac10nes=(§> +(§> +N=N+7=4+7=12<N ;con N =4
SiN=8-

S N\? N N? 82 )
# multiplicaciones = 4(1) +2(E> +N =T+2N =Z+2*8 =32<64=N

El algoritmo de la FFT el numero de las multiplicaciones a %lg(ZN)

X1 () = X (D) + W ) X (@) Xm(p) Xm+1(p)

Xm+1(@) = X (p) + WV2x, (q) r

wh
2m N

WY*N/2 = WY « WN/2 = W])\/le—JW-j

Y+N/2 — Y jT — Y
w WNe WN

Xmiq) Xm+1(q)
WHN N2




Xm(p)

Xm+1(p)

Km+1(q)

Ejemplo: reatlels
a=1[0123];
frt(a)

ans = 6

—2+2i

-2

-2 =2

EJERCICIOS: FOURIER

1. Determinar los coeficientes de Fourier de la sefial (DTFS)

mn
X(n) = 1+sen(

+31r
12 8

)

2. Determinar los coeficientes de Fourier de la sefial (DTFS)

N

11



Para los siguientes coeficientes de Fourier DTFS hallar la sefal en el tiempo X(n).

X(k) = cos (i—: k)

Determinar los coeficientes de Fourier FS de la sefial continua.

X(t) = 2sen(2nt — 3) + sen(6mt)

Grafique los espectros de magnitud y fase de (FS).

X(t)sen(2mt) + cos(3mt)

Determinar la senal X(t) segun FS, si:

X)) =jO0k—-1D—jOk+1D)+ O(k—3)+ 0 (k+3); w, =7

Encuentre la transformada Fourier discreta (DTFT) inversa de:

X(ejﬂ) = 2co0s(2Q)

Determinar la sefial en el dominio del tiempo correspondiente a la siguiente DTFT

[x(ein)
1
ar i ¥ T n
]
arg | (&)
-2 _iﬂ - "'if 2T 0
=TT




9. Determinar la FT (Transformada de Fourier) inversa de:

.y _ [ 2cosw, |lwl<m }
X(]a))—{ 0, lw| >

10. Determinar la FT de la sefial en el tiempo continuo

x(t)

al o __

-—--12

EJERCICIOS: PROPIEDADES DE FOURIER

1. Encuentre la TF inversa utilizando fracciones parciales de:

X(o) = —29t Y iealidad
(jw _(ja))2+5ja)+6' inealida

1

TF
H. — p—at P —
Sugerencia: x(t) = e ™ «X(jw) = ota

2. Utilizando corrimiento de tiempo hallar Z(k) (DTFS)




Sugerencia:

3. Use la propiedad de escalonamiento para determinar la DTFT de la sednal f(n)

km
i . sen (W (2M + 1)) 2
e — . =

w(n)

N I

3 2 14 0 1 2 3 2 3
4. Usando corrimiento en frecuencia calcular la FT de:

x(t) = sen(2nt)et
5. Usando diferenciacion calcular FT de:

x(t) = 4 te ?tsen(t)
dt

6. Usando Convolucién calcular la FT inversa de:

. 2sen(w)
X(Go) = o+ 2)

Sugerencia:

o 2sen(w) )
Si (jw) =T—>51(t) =1,|t| <1



