PROCESAMIENTO DIGITAL DE SENALES
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MODULO 1: TRANSFORMADA DE FOURIER

INTRODUCCION

El Procesamiento digital de Sefiales usa como unico tipo de datos las sefiales.
Estas sefiales en la mayoria de los casos se originas de sensores: Vibraciones
sismicas, imagenes, sonidos, etc. DSP da las herramientas matematicas,
algoritmos, y técnicas para manipular estas sefiales después de que han sido
convertidos a forma digital. Esto incluye: mejoramiento de imagenes,
reconocimiento y generacion de voz, compresion de datos para almacenaje y
transmision, etc.
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Diagrama de bloques conceptual de un sistema tipico
ADC : Conversor Analogo Digital — DSP : Digital Signal Processor.
DAC : Conversor Digital Analogo.




APLICACIONES DEL PROCESAMIENTO DIGITAL DE SENALES

—[  COMUNICACIONES .

Técnicas de codificacion.
Técnicas de modulacion.
Técnicas de acceso al medio (FOM, COMA, etc).

—| CIENTIFICAS e

Prediccion de desastres naturales y tememotos.
Adquisicén de datos.

Andlisis Espectral.

Simulacion y Modelado .

—+  NOUSTHIALES  |—»

Exploracion hidrocarburifera y mineral.
Procesos de Monitoreo y Control Industrial.
Disefio CAD e implementacion de hemamientas.

_— MILITARES e

Radar.

Saonar.

Dispositivos de Posicionamients y Orientacion.
Seguridad en Sistemas de Comunicaciones.

— TELEFONIA s

Compresion de woz y datos.
Reduccicn de eco.
Multiplicacian de sefiales.
Filtros.

| o[ COMERCIALES |

Compresion de imagenes y sonido para presentaciones
multimedia.

Efectos especiales en video.

Videoconferencia

. MEDICAS s

Adaquisicion de imagenes para el diagnéstico de
enfermedades| CT, MR, ultasonidos, entre oros)
Anzlisis de electrocardiogramas.

Almacenamientn y recuperacion de imagenes en
diagnosticos medicos.

—*| NAVEGACION ESPACIAL |—»

Compresion de datos.

Mejoras a la fotografia espacial.

Analisis de sensores inteligentes por medio de sondas
espaciales.
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ESTADISTICA

La estadistica es la ciencia utilizada en el PDS para interpretar los datos
numéricos.
Media (u)

Es el valor promedio de una sefial.
N: Numero total de muestras de una sefial. Ejemplo N= 512 muestras

N-1
_1 Z
Deviacion estandar (o)

Es el promedio de las desviaciones de las sefiales en funcién de su potencia.

N
1 2
= NZ('XL' -
1=0

EJEMPLO:

clear all

t=0:0.1:10*pi;
noise=0.5* (rand (1, length(t)));
x=sin(t)+noise; %$Sefial ruido

a=10; %tamafio de la ventana



mx=zeros (1, length(t)-a);
tmedia de cada ventana
for n=6:length(t)-a/2
mx (n-a/2)=mean (x (n-a/2:n+a/2));
dx (n-a/2)=std(x(n-a/2:n+a/2));
end
mt=t (a/2+1:1length(t)-a/2);
plot(t,x,mt,mx, 'r',mt,dx, 'g')
%hold on
splot (mt,mx, 'r")
legend ('Sefial', "Media', 'Desv estandar')
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CONVERSION: ANALOGO - DIGITAL
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CONVERSION: DIGITAL — ANALOGO

Time Domain

_

Amplitude
=3

Amplitude

c. Zeroth-order hold
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f. Feconstructed analog signal

TRANSFORMADA DE FOURIER DISCRETA -DFT

En DSP se utiliza la DFT (Transformada de Fourier Discreta) porque es la que se
puede procesar en un microcontrolador por ser discreta y finita.

Type of Transform

Example Signal

Fourier Transform _
signals that are confinious and aperiodic

Fourier Series
signals that are confinious and peviodic
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COMPONENTES DE UNA SENAL: FUNCIONES BASICAS

Para resolver muchos problemas de ingenieria es conveniente descomponer una
sefal dada en suma de funciones basicas. Una forma razonable es tomar la sefial
de entrada y representarla con la funciones basicas con exponenciales complejas
o sefales senoidales. Para sefiales discretas se usan la Transformada de Fourier
Discreta DFT y un célculo eficiente de ella es la transformada Rapida de Fourier
FFT.

Para una sefal discreta periddicas:

a) Representacion en funciones basicas de forma exponencial,

N—-1 N-1
1 'kz—nn —'2—nn
x(n) = Nz X(K)e! v X(k) = Z x(n)e’ N
k=0 n=0
_2n
si Wy =e™7W, entonces,
N-1 N-1
X0 = ) Wy x) = Y X(OWy
n=0 k=0

X(k) = DFT[x(n)], y x(n) = IDFT[X (k)]



N/2 N/2

2n 2n
x(n) = ReX(k)cos (k—n) + ImX(k)sen (k—n)

N-1

ReX(k) = z x(n)cos (k%”n)

n=0

N-1

ImX(k) = — Z x(n)sen (kzﬁnn)

n=0

a) Representacion en funciones basicas de forma trigonométrica

Para N par:
! 21 ! 21 N

x(n) = A(0) + ; A(K) cos (kﬁn) + ; B(k) sen (kwn) + 4 (E) cos (mn)
1< 2 2

Donde A(0) = ano x(n); A(k) = N; x(n)cos (kﬁn)

B(k) = %Nz_:lx(n) sen (kzN—nn>; A (g) = %Ni:l x(n)cos (mn)
n=0 n=0

Para N Impar:

N-1 N-1
x(n) = A(0) + kZlA(k) cos (kzN—nn> + ; B(k) sen (kzN—nn)

Los coeficientes son iguales a N par con la excepcion de que:



()0

Relaciones entre la forma trigonomeétrica y la forma exponencial de x(n):

[X(k) + X(N — k)]
N

A(k) =

JIX(k) — X(N - k)]

B(k) = N

(3)-5F

EJEMPLO 1:

Encontrar la forma exponencial y trigonométrica de la sefal discreta x(n):
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a) Forma exponencial

Periodo N =4



N-1

X(k) = z X(R)WNkn'

n=0

2T 2T

2
donde Wy =e W, W =N

1 LR . T ;
W, =e’a =e ]2=cos§—]senz=—]

w2 =w,'w,t = (—j)(—j) = -1
w,* =w, W, = (=D (—j) =j

w,t =w, W, = (N(—j) =1

4-1

X(0) = Z x(W,"™ =x(0) + x(1)+x(2) +x(3)=0+1+2+3=6
n=0

X(1) = Z W, = x(OW,° + x(DW,! + x(W,2 + x3)W,
n=0

=0+ 1(=N+2(-D+3()=-2+2j

4—-1
XQ) = Z x(MW,™ = x(OW,° + x(DW,? + x(Q)W,* + x(3)W,°

n=0

=0+ 1(-D+2(1)+3(-1)=-2

X(3) = Z W, = x(OW,° + x(DW,2 + x(W,° + x3)W,?

=0(1) +1() + 2(=1) + 3(—)) = =2 — 2j



x(n) = Y X)Wy "

b) Forma trigonométrica

X(0) 3
A(O)=T=E=15
YLOESCEI) B
4
X_
B(1)=j[X(1)_f(4_1)]=—1
N, N_,
" tercos (7)Y ersen (2 ) 4 (3)
x(n) = A(0) + A(k)cos|k—n | + B(k)sen|k—n)+ A(—=)cos (mn)
kzzl ( N £t N 2

x(n) = A(0) + A(1) cos (gn) + B(1)sen (gn) + A(2)cos (mn)

x(n) = 1.5 — cos (gn) — sen (gn) — 0.5 cos (mn)

Forma matricial

x0)1 Wa" W, w,° W,°7rx(0)
X(1) :|W4° TARRTA W43| x(1)
X(2) [W4° w,> w,° W42J x(2)
X(3) WL w2 w2 ow,t x(3)



Time Domain

x[ ]

INEEEEEEEEEEEEEE

0 N-1
N samples
{ Inverse DFT

Forward DFT

Frequency Domain

Re X[ ] Im X[ ]
LLrrrrrriy ottt irtiry
0 N2 O N/2
N/2+1 samples N/2+1 samples
(cosine wave amplitudes) (sine wave amplitudes)

Los valores de Re X[ ] son las amplitudes de las sefales coseno y los valores de

Im X[ ] son las amplitudes de las sefiales seno.

PROPIEDADES DE LA DTF

1. LINEALIDAD

La Transformada de Fourier en lineal, esto es, tiene las propiedades de

homogeneidad y aditibilidad.
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2. PERIODICIDAD

Dominio del tiempo

The time domain
viewed as N points
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Dominio de la frecuencia
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3. COMPRESION Y EXPANSION

Una compresion de la sefial en un dominio resulta en una expansion en el otro y
viceversa. Para sefales continuas, si X(f) es la Transformada de Fourier de x(t),
entonces, 1/k.X(f/k) es la Transformada de Fourier de x(kt) donde k es el
parametro que controla la expansion o compresion.
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4. MODULACION DE AMPLITUD

Inicialmente se tiene una sefal de audio con polarizacion DC en la fig a. En al fig
b. muestra el espectro de frecuencia de 300 Hz a 3 KHz mas un pico de
componente DC. Todas las demas frecuencias son filtradas.

Time Domain Frequency Domain
3 4
a. Andio signal b. Audio signal
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Las figuras ¢ y d muestran la sefal portadora.
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En el dominio del tiempo la modulacién consiste de multiplicar la sefial de audio
por la onda portadora.
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Puesto que la multiplicacion en el dominio del tiempo corresponde a la convolucion
en el dominio de la frecuencia, el espectro de la sefial modulada es el espectro de
la sefial modulada corrida a la frecuencia de la portadora. El resultado es un
espectro modulado de tres componentes: Onda portadora y las dos bandas
laterales.

TRANSFORMADA COSENO DISCRETO - DCT

Tiene mejor compactacion de energia que la DFT con pocos coeficientes
transformados util en aplicaciones de comunicacion de datos. La DCT es una
transformada completamente real a diferencia de la DFT que requiere niumeros
complejos. Matematicamente para una secuencia de entrada x(n), la DCT es:

n(2n—1)(k—1
( ) ); k=12,..,N

N
y(k) = w(k)Zx(n)cos( N
n=1

Donde,

( ! k=1
N’ B
w(k) =+

La transformada Inversa coseno discreto IDCT es;

n(2n—1)(k—1
2N

x(n) = iw(n)y(k)cos( ); k=12 ..,N



Donde,

e k=1
N’ -
w(n) =<
2 2<k<N
\ N’ -
EJEMPLO:

Generar una secuencia senoidal de 25 Hz con frecuencia de muestreo de 1000
Hz, calcular la DCT y reconstruir la sefial usando solamente los componentes con
valor mayor a 0.9 (17 coeficientes de los 1000 originales)

%ejemplo de dct

t = (0:1/999:1); % 1000 puntos

X = sin(2*pi*25*t);

y = dct (x); % calcula la dct
y2 = find(abs(y) < 0.9);

y(y2) = zeros(size(y2)):;

$size(y2)=983, solo se usaran 17 componentes

z = idct (y); % reconstruir sefal
subplot(2,1,1); plot(t,x);

title('Original Signal')

subplot(2,1,2); plot(t,z), axis([0 1 -1 11)
title('Senal reconstruida')



Qriginal Signal

TRANSFORMADA DE HILBERT

Facilita la formacion de la sefal analitica util en el area de comunicaciones
especialmente en el procesamiento de sefiales de pasa banda. Calcula la
transformada de una secuencia de entrada real x(n) y retorna un resultado
complejo de igual longitud.

Para aproximarse a la sefial analitica, Hilbert calcula la FFT de la secuencia de
entrada, remplaza los coeficientes que corresponden a las frecuencias negativas
con ceros y calcula la IFFT del resultado.

y = hilbert(x)

La parte real es el dato real y la parte imaginaria es la transformada.

xr = [1 2 3 4];
hilbert (xr)
% x =1.0000+1.00001 2.0000-1.00001 3.0000-1.00001i 4.0000+1.00001

b
Il



EJEMPLO:

o©

ejemplo hilbert

t = (0:1/1023:1);

X = sin(2*pi*60*t);

y hilbert (x);

plot (£ (1:50),real(y(1:50))), hold on

plot (£ (1:50),imag(y(1:50)),"':"), hold off
Original Signal
1 T T T T T T T T T
05) 8
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05l
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La transformada o parte imaginaria tiene un desfase de 90°

TRANSFORMADA RAPIDA DE FOURIER - FFT

En las dltimas décadas se han investigado muchos métodos para reducir el
namero de multiplicaciones en el calculo de la DFT. La técnica mas importante y
popularizada es la de J. W. Cooley — John Tukey (1915-2000) basada en romper
la transformada en transformadas mas pequefias y luego combinarlas para
obtener la transformada total (1965). El método es el proceso de decimacion en el
tiempo y en frecuencia.



FFT Decimacién en el tiempo

El nimero de puntos se asume potencia de 2, o sea, N=2". La decimacion en el
dominio consiste en romper la transformada de N puntos en dos transformadas de
N/2 puntos, luego cada transformada de N/2 puntos en dos transformadas de N/4
puntos y continuar la divisién hasta que se llegue a una transformada de 2 puntos.

La sefal discreta se divide en la parte par e impar:

x(n) = [x(0), x(1), x(2), x(3), ...... , X(N/2-1),.......... , X(N-1)
Pares: [x(0), x(2), x(4),....... , X(N-2)

Impares: [x(1), X(3), x(5),...... , X(N-1)

DFT[x(n)] = X(k) = » x(m)Wy""

Rompiendo las pares e impares:

N-2 N-1
X(k) = Yy xMWy" + > x(mw,""
(n = par) (n = Impar)

Pares:n=2r Yr=n/2 Impares: n=2r+1¥r=(n-1)/2

N/2-1 N/2-1
X(k) = Z x(2r)wy A + Z x(2r + D, Gk
r=0 r=0

—j%g¢k

2T
—Jj5r2rk > k
Wy = WD)k =e W = 2 =Wy,



N/2-1 N/2-1

XU = D x@Wyp ™+ W Y xr+ Dy,

r=0 r=0

\ )
Y S

N N
G(k) = DFT de ipuntos pares H(k) = DFT de ipuntos impares

X(k) = G(k) + Wy H(k)
X(0) = G(0) + Wy°H(0)
X(1) =G6(1) +Wy'H(1)
X(2) = G(2) + Wy*H(2)
X(3)=G6R3)+Wy*H(?3)
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El nimero de multiplicaciones:

N\*  (N\? N?
# Multiplicaciones = (—) + (—) +N=N+—<N?
Si N=8, el # multiplicaciones = 40 < 64

Ahora cada secuencia de N/2 puntos puede ser decimada en dos secuencias de
longitud N/4.
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Ahora el nimero de multiplicaciones es:

I .
N-Poin: = XiM2-1)
ooeking |
sleebra |

by JI AT

r []
o N[¥2* 1)

[UTTT

. A—s FiN-1)
-

o N N N?
# Multiplicaciones = 4 (—) +2 (—) +N = e + 2N

4

Para N=8; #multiplicaciones = 32 < 40

En general:

Xm+1(p) = Xm(p) + WNr m(q)

Xm+1(@) = X (p) + WNHN/ZXm(CI)

L - Paine
nFT




Que se puede representar como:

Xin (D) Xm+1 (D)
wy"

X (9) Xm+1(q)

Simplificando:

WT+N/2_WrWN/2_Wr —j(zwn)%_wr —jm = "
N =Wyn . Wn =Wy .€ =Wy .€ = N

El esquema queda de la siguiente forma:

X (D) Xm+1(D)
wy"

Xm+1(q)
Xm (q) _WNT

Arreglando de otra forma el esquema:

X (@) Xm+1 (D)

Xm(q) Xm+1(q)
WNr - 1

Se reduce el numero de operaciones (Cooley — Tukey) a:

# Multiplicaciones = 5 log,N

# Sumas = N.log,N



DTF CON MATLAB

En Matlab la Transformada de Fourier Discreta DFT de x(n) se calcula con el
comando:

xn = fft (XK)

y la Transformada Inversa de Fourier Discreta X(Kk):
Xk = ifft (xn)

EJEMPLO 2: Obtener parte real y parte imaginaria

A continuacion se tiene la parte real e imaginaria de la sefial y de su DFT

n
x(n) = e’3

3DFT PARTE REAL E IMAGINARIA
clear all

n=0:15;

xn=exp (j*n/3) ;

Xk=fft (xn);

k=n;

subplot (221)
stem(k, real (Xk)) ;
title('Parte real de X (k)'")
subplot (223)
stem(k, imag (Xk)) ;
title('Parte imaginaria de X(k)'")
$recuperar la sefial x(n)
xn=1ifft (Xk);

subplot (222)
stem(n, real (xn));
title('Parte real de x(n)")
subplot (224)

stem (n,imag(xn)) ;

title('Parte imaginaria de x(n)"'")
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EJEMPLO 3: Obtener la magnitud y la fase

Obtener la magnitud y fase de la DFT de la sefial,

x(n) = sen(Quf1t) + sen(2nf2t), f1=15Hz y f2 =40 Hz

SMAGNITUD Y FASE

clear all
t=0:0.01:9.99;
£f1=15;£2=40;

xn=sin (2*pi*fl*t)+sin(2*pi*f2*t);

Xk=fft (xn) ;
mag=abs (Xk) ;
£f=0:0.1:99.9;

o

1000 puntos



subplot (121)

plot (£,maqg)

title('Magnitud de X(k)"')

set (gca, 'Xtick', [15 40 60 85])
subplot (122)
fase=unwrap (angle (Xk)) ;

plot (f, fase*180/pi)
title('Fase de X (k)")

set (gca, 'Xtick', [15 40 60 85])

Magnitud de Xik) « 10* Fase de X(k)
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APLICACIONES DE LA FFT

1. RESPUESTA EN FRECUENCIA

Obtener la FFT de una sefial senoidal de 20 Hz sumada a una sefial tipo chirp con
un desplazamiento desde 5 hasta 40 Hz en un tiempo D.

clear all
D=1; N=128;
ts=D/N;



d=ts/2;

t=0:ts:D-d;

x=sin (2*pi*20*t) +chirp(t,5,D,40);
X=fft(x);

%Reordenar X
M=N/2;

Xaux=X;

X (M+1:N)=Xaux (1:M) ;
X (1:M)=Xaux (M+1:N) ;

Xm=abs (X) /N;
Xf=unwrap (angle (X)) *180/pi;

%Reordenar los jndices k

faux (M+1:N)=0:M-1;

faux (1:M)=-M:-1;

f=faux/D;

% Grafica de la sefial

figure;

plot(t,x,'-g');zoom;

xlabel ("Tiempo (s) ') ;ylabel('x(t)"');
title('x(t)=sin(2-Pi:20-t)+chirp(5-40)");

% Graficar fft de xn Xk
figure;

stem (f,Xm, 'r'")

zoom;



xlabel ('Frecuencia (Hz)');ylabel (' |X[k]|");
title('Médulo de Coeficientes Espectrales [X[k]|');

% Grafica de la fase

figure;
stem (£,X£f, 'g'") ;zoom;
xlabel ('Frecuencia (Hz)'");ylabel ('Fase (°)"');

title('Fase de Coeficientes Espectrales X[k]');




o\°

Reconstruccién de la sefial a partir de los X[k]
Utilizamos un mayor numero de puntos fs=500 Hz

o°

£s=500;
ts=1/fs;
d=ts/2;
t=0:ts:D-d;
Ns=length(t) ;
$x=sin (2*pi*20*t)+chirp([5 40]*ts,Ns);
x=sin (2*pi*20*t) +chirp(t,5,D,40);
xr=zeros (1l,Ns);
for i=1:Ns
for k=1:N
Xr (1) =xr (1) +X (k) *exp (j*2*pi*f (k) *ts*(1i-1)) /N;
end
end

figure;plot(t,x,'g-");hold on;plot(t,xr, ' 'r--");zoom;
title('Comparacidn entre x(t) y su reconstruccidn a partir de
X[k]");

xlabel ("Tiempo (t) ') ;ylabel('x(t)"');
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2. MODULACION EN AMPLITUD

Obtener la FFT de una sefial exponencial modulada en amplitud con una
frecuencia portadora de 200 Hz. N es el nUmero de puntos de muestreo durante D
segundos de la sefal. Se requiere una frecuencia de muestreo de por lo menos
400 Hz, N/D>400

clear all

N=128; D=0.2;

ts=D/N;

d=ts/2;

t=0:ts:D-d;

X=exp (-2*t) .*sin (2*pi*200*t) ;
X=fft(x);

%Reordenar X

M=N/2;

Xaux=X;

X (M+1:N)=Xaux (1:M) ;X (1:M)=Xaux (M+1:N) ;

Xm=abs (X) *ts;
Xf=unwrap (angle (X)) *180/pi;

$Reordenar los jndices k
faux (M+1:N)=0:M-1; faux(l:M)=-M:-1;
f=faux/D;

figure;

plot (t,x,"'-g') ;zoom;
title('x(t)=exp(-2t) 'sin (2 'pi-200-t) ") ;
xlabel ('Tiempo (t)');ylabel ('x(t)");



figure;

plot (f£,Xm, '-r'")

title('M6dulo de los coeficientes espectrales de x(t)');
xlabel ('Frecuencia (Hz)');ylabel (' |X[k]|");




figure;

stem(f,Xf, '"-b'");zoom;

title('Fase de los coeficientes espectrales X[k]'");
xlabel ('Frecuencia (Hz)');ylabel ('Fase X[k]"');
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3. MODULACION EN FRECUENCIA

clear all

D=0.5;N=256;

ts=D/N;

d=ts/2;

t=0:ts:D-d;

X=sin (2*pi*200*t+5*sin (2*pi*2*t));
X=fft (x);

%$Reordenar X

M=N/2;
Xaux=X; X (M+1:N)=Xaux (1:M) ;
X (1:M)=Xaux (M+1:N) ;

Xm=abs (X) *ts;
Xf=unwrap (angle (X)) *180/pi;



%Reordenar los jndices k
faux (M+1:N)=0:M-1; faux(1:M)=-M:-1;
f=faux/D;

figure;

plot (t,x,'-g");zoom;
title('x(t)=sin (2 'pi-200 t+10-sin(2pi-2-t)");
xlabel ("Tiempo (t)'");ylabel('x(t)"');

figure;
stem(f,Xm, '-r'");zoom;
title('M6dulo de los coeficientes espectrales de x(t)');

xlabel ('Frecuencia (Hz)'"');ylabel (' |X[k]|");
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figure;

stem (f,Xf, '"-b'");zoom;
title('Fase de los coeficientes espectrales X[k]');
xlabel ('Frecuencia (Hz)');ylabel ('Fase X[k]");
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4. ANALISIS ESPECTRAL

El analisis espectral describe la distribucion en funcion de la frecuencia de la
potencia contenida en una sefial, basado en un conjunto finito de datos. En
términos generales, la manera de estimar la PSD (densidad de potencia espectral)
de un proceso es encontrar la Transformada de Fourier discreta DFT (usando la
FFT) y tomar la magnitud al cuadrado del resultado. Esta estimacion es llamada
Periodograma.

El Periodograma estimado de la PSD de una sefial de longitud L para un nimero
de puntos de frecuencia N (N > L) es:

) X “ k

fL ’
Donde,
Nt Smjkn /N
Xplfyl = Y aglnle 207
n=10

Para una sefal coseno de 200 Hz, afiadir ruido y observar su contenido espectral:

clear all

Fs=1000;

t=0:1/Fs:.3;

X=cos (2*pi*t*200)+randn(size(t));
Hs=spectrum.periodogram('Hamming') ;
psd(Hs,x, 'Fs',Fs)

% Potencia promedio
Hdsp=psd(Hs, x, 'Fs',Fs);

Pow = avgpower (Hdsp)

% Pow = 1.6727
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